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Anotacia

Tato praca sa zaoberd studiom kritickych vlastnosti anizotropného kvantového Heisen-
bergovho modelu so zmiesanymi spinmi 1 a 1/2 pouzitim Oguchiho parovej aproximécie.
Prezentovany je uplny subor vlastnych hodnot a vlastnych funkcii parového hamiltonianu
ako aj analytické vztahy pre podmriezkové magnetizédcie a volnu energiu. Tedria je vypra-
covand pre mriezky s lubovolnym koordinaénym ¢islom z, avSak numerické vysledky su
prezentované pre jednoduchi kubicku mriezku (z = 6), pre ktord si analyzované kritické
a trikritické vlastnosti v zavislosti na vymennej a jednoionovej anizotropii. Prezentované
st kompletné fazové diagramy, na ktorych sa okrem klasickej feromagnetickej usporiada-

nej fazy objavuje nova, nizkoteplotna kvantova faza.

Abstract

In this work we study the critical properties of the anisotropic mixed spin-1 and spin-1/2
quantum Heisenberg model using the Oguchi approximation. A complete set of eigenva-
lues and eigenfunctions of the pair Hamiltonian is presented together with analytical
expressions of sublattice magnetizations and free energy. Although the theory is develo-
ped for lattices with general coordination number z, we treat in detail the system on the
simple cubic lattice (z = 6) where the critical and tricritical behaviour in dependence on
the both exchange anisotropy and uniaxial singe-ion anisotropy is analysed. The complete
phase diagrams are presented, where aside from the classical ferromagnetic ordered phase

a new, low-temperature quantum ordered phase, is discovered.
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1 Uvod

V poslednych rokoch bol znacny pocet teoretickych prac venovany studiu systémov
s mixovanymi isingovskymi spinmi [1-8]. Tieto modely boli studované nielen z ¢isto te-
oretického zaujmu, ale tiez preto, Ze je mozné ich pouzit pre popis istého druhu mole-
kuldrnych magnetik, ktoré si skiimané experimentalne. Medzi tymito materialmi mnohé
binarne, ternarne a quaternarne molekularne magnetika vykazuju ferimagnetické uspo-
riadanie a zda sa, ze sa daji dobre popisat pomocou modelov s mixovanymi spinmi.
Pretoze mixované spinové systémy maji mensiu symetriu ako odpovedajice jednospi-
nové modely, mozu vykazovat rozne nové javy, ktoré nie si pozorované v jednospinovych
isingovskych modeloch. Napriklad vo ferimagnetikach mozu rozdielne teplotné zavislosti
podmriezkovych magnetizacii viest k existencii kompenzaénych teplot [9,10]: teplot pod
kritickou teplotou, kde celkova magnetizacia je nulova. Toto zaujimavé spravanie sa cel-
kovej magnetizacie mé dolezité aplikdcie v oblasti termomagnetickych zdznamov [11,12].
Je vsak zrejmé, ze dolezité kvantové fluktuacie su v Statistickej mechanike isingovskych
mixovanych spinovych modelov tiplne zanedbané. Naviac, experimentalne skimania mo-
lekuldrnych magnetik (magnetizdcie, magnetickej susceptibility a merného tepla) pri ne-
nulovej teplote naznacuju, ze kvantovy Heisenbergov model by mohol byt lepsim modelom
pre kvantitativny popis ich magnetickych vlastnosti [13]. Hoci v publikovanej literatire
existuju prace popisujice Isingove modely s mixovanymi spinmi v transverzalnom poli [14-
17], ovel'a mensia pozornost bola doteraz venovana kvantovému Heisenbergovmu modelu
s mixovanymi spinmi [18-21], a to z dévodu matematickej zlozitosti rieSenia problému.

Aplikacia kvantového anizotropného Heisenbergovho modelu na viacpodmriezkové
magnetické struktiry, ktorej je venovanda predlozena diplomova praca, nie je trivialny
problém. Konkrétne sa zaoberame Studiom magnetickych vlastnosti mixovaného spi-
nového systému, ktory pozostava z atémov so spinom 1 a spinom 1/2. Pri §tidiu tohto
kvantového spinového modelu zapocitame tak jednoiénovi, ako aj vymennu anizotropiu.
Zmenou hodnoty parametra vymennej anizotropie dostaneme magnetické vlastnosti odpo-

vedajuce izotropnému Heisenbergovmu modelu, anizotropnému Heisenbergovmu modelu



a Isingovmu modelu.

Aby sme vzali do tivahy kvantové efekty v tomto trojdimenzionalnom mixovanom spi-
novom systéme analyticky, je nevyhnutné pouzit metédu, ktord predstavuje vylepsSenie
teodrie stredného pola. Preto v tejto praci studujeme fazové diagramy a magnetické vlast-
nosti bindrneho mixovaného spinového systému pouzitim Oguchiho dvojspinovej klastro-
vej aproximdcie [22], ktord je prirodzenym krokom za tedriu stredného pola. V rdmci
tohto teoretického pristupu navrhneme voInu energiu v self-konzistentnom tvare, ¢o ndm
umozni urcit kompletné fazové diagramy vratane fazovych prechodov prvého druhu.

Predlozena diplomova praca, okrem uz prezentovaného Uvodu, je rozclenend do dalsich
Styroch kapitol. V nasledujuicej kapitole je parovd Oguchiho aproximécia aplikovana na
anizotropny kvantovy Heisenbergov model so zmiesanymi spinmi 1 a 1/2, pricom najdeme
uplny suibor vlastnych hodnot a vlastnych vektorov pre hamiltonian uvazovaného modelu
a odvodime vztahy pre magnetizicie a volni energiu. Na zdklade tychto vztahov si v
3. kapitole prezentované numerické vysledky riesenia a diskusia. V 4. kapitole, v Zavere,
st zhrnuté hlavné dosiahnuté vysledky. Napokon v poslednej kapitole, Dodatkoch, su

uvedené niektoré detailnejsie matematické odvodenia.



2 Formulacia

2.1 Model

V tejto praci budeme uvazovat anizotropny kvantovy Heisenbergov model so zmiesanymi

spinmi popisany hamiltonidanom

Ho= =3 Jyl(1 = A)(554S855 + S8SYs) + SiaSisl — DD (57
(4,9) €A
—n(Y S+ 85), (1)
€A jeB

kde index i ¢isluje uzly podmriezky A obsadenej atémami so spinom 1 a index j uzly
podmriezky B obsadenej atémami so spinom 1/2, .J;; je parameter vymennej interakcie,
A je parameter vymennej anizotropie, D predstavuje jednoiénovi anizotropiu (krystalové
pole) a h je vonkajsie magnetické pole v smere osi z. 5% (o = x,y, z) st operatory zloziek
spinu Sy =1, S;‘B operétory zloziek spinu Sp = 1/2 a (i, j) znaci sumovanie cez najblizsich
susedov. Pre jednoduchost kladieme v celej praci Planckovu konstantu A = 1 a faktor
gup = 1, kde g Landeho faktor a pp je Bohrov magnetén.

Kedze pre Heisenbergov model nie st zname presné analytické rieSenia ani pre naj-
jednoduchsie spinové systémy, model budeme Studovat pouzitim parovej Oguchiho apro-
ximadcie, pri ktorej rozdelime hamiltonian (1) na dve ¢asti, H = 7:{1']' +H. ﬂij predstavuje
cast hamiltonidanu, ktora popisuje vzajomnu interakciu dvoch najblizsich susedov v i-tom
a j-tom uzle a ich interakciu so strednym (efektivnym) polom vytvorenym ostatnymi
najblizsimi spinmi. H’ predstavuje zvysnd cast hamiltonidnu, ktord nezavisi na indexoch

7 a 7. V nasom pripade,
Hiy = —J[(1 A)(S }TB + S S]B) + SiZA A;B] — D( AiZA)Q — (h AiZA + h; A;B)> (2)

kde



su efektivne polia podsobiace na i-ty, resp. j-ty atéom, ktoré okrem vonkajsicho pola
h zahfnaju aj stredné pole pochddzajice od (z — 1) najblizsich susedov, pricom z je
koordinacné ¢islo mriezky a stredné hodnoty z-ovych komponent spinovych operatorov
ma = (S2,) amp = <5'sz) predstavuji podmriezkové magnetizacie.

Hamiltonian (2) si vyjadrime v maticovej reprezentdcii. KedZze spin 1 ma tri rozne
priemety do smeru osi z a spin 1/2 dva, celkovy spin uvazovaného péru (diméru) ma 6
priemetov. Preto si vyjadrime spinové operatory v tvare matic 6 x 6 ich priamym stu¢inom

s jednotkovou maticou vhodného rozmeru [23].

Operatory zloziek spinu S = 1 majua tvar:

01 0 0—i 0 1 0 0

. 1 . 1 .

=75 0 A= i 0 —i ' 0 0 0 (4)
01 0 0 i 0 0 0-1

Ich priamym stcinom sprava s jednotkovou maticou I, ziskame ich vyjadrenia v tvare

matic 6 X 6:

00 1 00 0
000 1 0 0
0 1 0
o 1o 111 00 0 1 0 5
r=—11 0 1 = ,
V2 0 1 V210 1 0 0 0 1
01 0
00 1 00 0
000 1 0 0
0 0-i 0 0 0
00 0—i 0 0
0 —i 0
Sy1'0'®10 112 0 0 0— O (6)
ir= 5 Ut 5 '
V2 0 1 V210 & 0 0 0 —i
0 i 0
00 i 0 0 0
000 i 0 0




1 0 0 0 0 O
0O 1 0 0 0 O
1 0 0
- 1 0 0O 0 0 0 0 O
a=10 0 0[® = (7)
0 1 0O 0 0 0 0 O
0 0-1
0 0 0 0-1 O
0O 0 0 0 0-1
Operatory zloziek spinu Sg = 1/2 maju tvar:
. 1[0 N 1(0—2 N 1({1 O
S;'CB =5 ) S]yB =5 ) S]yB =5 : (8)
211 o0 2\i o0 2\0-1

Ich priamym sic¢inom zl'ava s jednotkovou maticou I3 ziskame ich vyjadrenia v tvare matic

6 X 6:

010 0 0 0
1 00 0 0 0
1 0 0
) . 0 1 000 1 0 0 ©)
s==l0 1 0 = - ,
2 1 0 210 01 0 0 0
0 0 1
000 0 0 1
0000 1 0
0—i 0 0 0 0
i 000 0 0 0
1 0 0
, 0 —i 00 0—i 0 0
Sip=510 1 0]® =3 , (10)
i 0 00 i 0 0 0
0 0 1
00 0 0 0—i
000 0 i 0

10



1 0 0 0 0 O
0—-1 0 0 0 O
1 0 0
B 1 1 0 110 0 1 0 0 O
jB_é 0 1 0 ® :é (11)
0-—1 0O 0 0-1 0 O
0 0 1
0O 0 0 0 1 O
0 0 0 0 0-1

Poznamenavame, ze pouzivame rovnaké oznacenie pre operatory zloziek spinu S7y,
resp. Sip, nezdavisle na tom, Ci st reprezentované maticou 3 x 3, resp. 2 x 2, alebo maticou
6 x 6: po fyzikalnej stranke ide o rovnaky operator posobiaci iba v inom priestore stavov.

Operatory (52,)2 a S'f‘ASj‘B potom vyjadrime ako stciny prislusnych matic:

1000 00 000 10 0
0100 0 0 00100 0
e, 000000l .. 1]o1 0001
S = 0 00 0 o PTRAL 0 0 0 1 o)
0000 10 000 10 0
0000 0 1 00100 0
0 0 0—1 0 0 1 000 00
00100 0 0-1 0 0 0 0
. 1l o1 0001 .. 1loooo0o0 o0
S = 5 o001 o] T*TTE G 0 0 0 0 0
000 10 0 000 0—1 0
0 0-1 0 0 0 00000 1
(12)

Pomocou takto vyjadrenych operatorov zloziek spinu uz mozno hamiltonidn (2) jednodu-

11



cho vyjadrit v tvare matice

a 0 0O 0 0
0O b f 0 0 O
R 0O f ¢ 0 0 O
0 O —c f 0
0 0 0 f d 0
0 00 0O 0 e
kde
J h;
a 5 hi 5
J .
b=——-—D—h; .
5 +
B
c=—-2,
2
J h:
d==—D+h;, — -2
2 + 27
J h:
=—Z_D+h;+-2
e 5 + Z+2,
J
f=—=(1-A). (14)

V2
Vlastné hodnoty E, (n = 1,2,...,6) matice (13), ktoré predstavuji hladiny energie
studovaného systému, a vlastné vektory (spinory) |¢,) (n = 1,2,...,6), ktoré popisuji

zakladny stav systému, dostaneme riesenim bezcasovej Schrodingerovej rovnice
Hij|n) = Enltn) (n=1,2,...,6). (15)

Riesenie takéhoto typu rovnic sa v linearnej algebre oznacuje ako problém vlastnych
hodnot [24]. V nasom konkrétnom pripade st vlastné hodnoty riesenim charakteristickej

rovnice

~
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t.j. rovnice

a—FE 0 0 0 0 0
0 b—F f 0 0 0
0 f c—FE 0 0 0 o, a7)
0 0 0 —c—F f 0
0 0 0 f d—F 0
0 0 0 0 0 e—FE

ktort mozno pisat v tvare
(a—E)[(b—E)c—E) = fl(—c— E)(d - E) — f|(e = E) =0. (18)

Tato rovnica je polynomidlnou rovnicou Siesteho stupna pre neznamu FE, ktora sa roz-
padava na dve linearne a dve kvadratické rovnice. Vdaka tomu mozno jej rieSenia vyjadrit
analyticky:
E1 = a,
1
EQ = §(b+ C) + wq,
1
E3 = §(b+ C) — Wi,
1
E4 = é(d_ C) — Wa,

1
E5 = §(d—c)+w2,

E6 = €, (19)
kde
1
wi =3 (b—c)* +4f?,
1
wp = gy (d+c)? +4f2 (20)

Ked pozndme vlastné hodnoty matice (13), mozeme vypocitat jej vlastné vektory [i),,).

Tie su reprezentované 6-rozmernymi spinormi a su rieSeniami rovnic

(ﬂij _IEH)‘qu)n) = |0> (n: 1727"'76)7 (21)



teda rovnic

a—E, 0 0 0 0 0\ [ Yn
0 b—E, f 0 0 0| ¢n2
0 f c—E, 0 0 0 || ¥ns
0 0 0—c—E, f 0| ¢na
0 0 0 f d-E, 01| ¥ns
0 0 0 0 0 e—FE,/) \ g

o o o o o o

(22)

pre n = 1,2...6. Z matematického hladiska ide o ststavu 6 homogénnych linedrnych

rovnic o Siestich neznamych ¢y, (k = 1,2,...,6), t.j. rovnic
(@ — Ep)m =0,
(b= En)tn + fthus = 0,
[tz + (¢ = Ep)ops = 0
(—¢ = En)tbna + fibns = 0,
Sibna + (d = En)tbps = 0,
(e = En)thns = 0.

(23)

Kedze det(ﬂij — IFE) =0, ide o systém linedrne zavislych rovnic, ktory mé nekonecne

vela rieSeni. Jednoznac¢né rieSenia néjdeme az po aplikdcii podmienky ortonormovanosti

(Vm|tn) = Spn, ktort musia vlastné vektory spliiat.

Pre pripad n = 1 (E; = a) mozno rieSenie ststavy (23) pisat v tvare

¢11 =C 7é Oa ¢12 = 07 ¢13 = Oa ¢14 = Oa ¢15 = 07 w16 = 0.

Konstantu C' ur¢ime pomocou normalizacnej podmienky (i [¢,) = 1:

Y = 1.

Podobne postupujeme aj pre n = 6 (Eg = ¢) a ndjdeme, ze

Ye1 =0, Ye2=0, vs3=0, vYa=0, ve5=0, g5 =1.

14
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Teda tieto vektory maju tvar

1) = o ve) = (27)

o O o o O
_ o O o o O

Vypocet ostatnych vlastnych vektorov je menej trividlny a ukédzeme si ho na pripade

n=2 (Eg =1(b+c)+ wl). Sustava (23) sa v tomto pripade redukuje na tvar
77Z)21 = 07
1
{b— §(b+c) _wl] Yoz + fihaz = 0,

Jbao + {c—%(bjtc)—wl} a3 = 0,

77Z)24 - 07
77Z)25 - 07
o = 0. (28)

V dalsom teda staci uvazovat 2. a 3. rovnicu:

=) =]+ fiog =,

Jbaz — E(b —c)+ Wl} a3 = 0. (29)
Z 1. rovnice si vyjadrime clen o3:
oy = —% [%(b —c)— Wl] aa. (30)

Dosadenim tohto vyrazu do 2. rovnice nedostaneme rieSenie, pretoze obe rovnice su
linedrne zavislé, preto vyuzijeme normalizacni podmienku (¢5|1o) = 1, ktord ma teraz

tvar
Uiy + iy = 1. (31)

15



Po dosadeni (30) do normaliza¢nej podmienky (31) dostaneme rovnicu

1
2

Riesenim tejto rovnice je

1 2
¢§2+ [5(6_0) —Wl} ¢§2 =L

1
11 2’
\/1—}‘? [5(()—6)—&)1}
¢o po dosadeni do (30) ddva pre 1,3 riesenie v tvare
100

\/1+# B(b—c)—wlr'

Yoo =

Y3 = —

Podobym sposobom spocitame aj vlastné vektory [¢3), [14) a |¢)5).

Ak zavedieme oznacenia

o B0-9-w)
\/1 + #[%(b—c) — w2
1
Y \/1+#[%(b ) —wi]?
, 1

i+ —wl
VI R+ 0 — el

mozeme zapisat ich elementy ako

o1 =0, o=y, o3 =—x, Py =0, o5 =0,
P31 =0, Y=, Ysz=vy, PY3a=0, P35 =0,
Y =0, Yaa=0, Py3=0, Yyu=21", =1

Y51 =0, Ysa=0, s53=0, tsa=—Yy, t55=2,

16

w26 = 07
w36 = 07
a6 = 0,
V56 = 0.

(32)

(34)

(36)



Teda tieto vektory maju tvar

0 0 0 0
Y T 0 0
—x Y 0 0
|th2) = , |vs) = ;oY) = , ls) = ' (37)
0 0 x! —1/
0 0 Y x
0 0 0 0

Ak zavedieme tzv. Isingovu bazu (pozri dodatok 5.1), vidime, ze vektory |),) st vyjadrené

v tvare rozvoja podla vektorov tejto bazy:

1 1
= = 1 1 AP S )

[2) = yliea) — wlps) = yl1, +1); %7‘%% — 21,0, 2,%%,
1 1 1
[V3) = x|@2) + ylws) = 2|1, +1); 5,—§>j +y|1,0); 2,+§>j,
/ / ’ 1 , 1 1
) = #ln) +3/ls) =w/11,0)e |5, —5) +YIL-Dif5.45)

1 1
¥s) = —ylea) + 2'l5) = |1, 0); —,——>,+x'\1,—1>i S
2" 2/, 2

1 —1>j. (38)

[v6) = [we) = |1, —1); 5 "5

Na zaver tejto casti poznamendvame, Ze hamiltonidn H;; mozno vyjadrit v maticove;
reprezentacii aj pomocou vopred zadanej bazy ortonormovanych vektorov, ako je ukdzané

v dodatku 5.2.

2.2 Termodynamické vlastnosti modelu

Aby sme mohli studovat termodynamické vlastnosti modelu, potrebujeme vyjadrit

parti¢nd funkciu dani vztahom

~

Z = Trlexp(—FHj)]. (39)

17



kde § = 1/(kgT), pricom kp predstavuje Boltzmannovu konstantu. Pomocou znamych

vlastnych hodnot hamiltonianu (13) mozno partiént funkciu vyjadrit v tvare

6
Z = Zexp(—ﬁEn)
n=1

= exp(—pa) + exp(—pfe) + 2 exp <—§(b + c)) cosh(Bw;)

+ 2exp <—§(d - c)) cosh(Bws). (40)

Podmriezkové magnetizacie m4 a mp mozeme podla definicie termodynamickej strednej
hodnoty vypocitat nasledovne:

1 0Z
Z 9(Bhy)

A

1 ~
my = Zz TT[SfA eXP(—ﬁHij)] =

1

b [exp(—ﬂa) — exp(—fe)

+ exp <—§(b+ c)> <cosh(ﬁw1) _ 62

. sinh(ﬁw1)>

w1
d+c

~ exp <—§<d - c)) <Cosh(ﬂw2) -2

sinh(6w2)> ] (41)

%)

1 R “
mp = ETI"[SJZB eXp(_ﬁHij)] =

1 0Z
Z 9(Bhy)

_ [exp(_ga) — exp(—fe) + exp <—§(b + c))

b—rc

sinh(fwy)

w1

~ exp <—§(d _ c)) d; ¢ sinh(ﬂwg)l. (42)

Celkova magnetizacia je potom dana vztahom

m= w' (43)

Aby sme uréili fazové prechody prvého druhu, potrebujeme vyjadrit volnu energiu F,
ktora umozni rozlisit stabilni fazu od metastabilnych faz, ktoré sa pri fazovych prechodoch
tohto druhu vyskytuji. VoInu energiu v Oguchiho aproximécii pre uvazovany mixovany

spinovy systém navrhneme v tvare
F = —kBTan+J(Z—1)mAmB. (44)

18



VoIna energia ako funkcia m4 a mpg musi mat minimum v stave termodynamickej rov-

novahy, teda musia platit podmienky

OF oOF
= = . 4
Oom 0 omp 0 (49)

Lahko sa presvedéime, ze pre volnu energiu vyjadrent v tvare (44) tieto podmienky vedi
k rovnovaznym hodnotdm podmriezkovych magnetizacii danych vztahmi (41) a (42).

Z particnej funkcie (40) m6zeme odvodit aj dalsie velic¢iny charakterizujtce stav systému:
kvadrupélovy moment podmriezky A a korelacné funkcie:

Kvadrupdlovy moment podmriezky A definovany ako g4 = ((S’fA)2) vypodcitame ako

] R . 1 0Z
44 = zTr[(SZ:i‘)Qexp(-ﬂHij)] = Z0(3D)
1

— Z lexp(—ﬂa) + GXP(_66>

+ exp (—g(b + c)) (Cosh(ﬂwl) — b2

< sinh(ﬁwﬂ)

w1

%)

+ exp (-é(d - c)> <cosh(ﬂw2) - d; ¢ sinh(ﬁw2)> ] (46)

Korelaéni funkeiu C7F = (SngjB) vypocitame ako

o _ L opras ge gry - L 92
Cij ~z TT[SZ‘ASJ'B exp(—fH;;)] = Z 0(37)
1
=5z [GXP(_&L) + exp(—0e)

—4V/2f(1-A)
2wy
~ exp <—§(d - c)) <cosh(ﬂw2) A+ —4vaf(i - 4) sinh(gw2)> 1 (47)

2&)2

— exp <—§(b + c)> <cosh(ﬁw1) _b=d sinh(5w1)>

a korelaént funkciu Cjf = %(ngng + gf’ASJyB> vypocitame ako

T 1 Sr Qx Y & » 1 02
C = 55 T(SiaST + STaSTs) exp(—Hy)] = 2Z 03I —A)

_ lexp (—g(bJrc)) sinh(fw) + exp (—é(d— C)) M] (48)

V2Z w1 2 Wwo
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2.3 Kritické vlastnosti modelu

Aby sme urcili kritické vlastnosti ndsho systému, rozvinieme magnetizaciu mpg do radu

podla mocnin mp do tretieho radu okolo bodu mpg = 0:
mp = cimp + coms + ..., (49)

pricom koeficienty ¢; a ¢y uréime nasledujicim iteracnym postupom:
Aby sme nasli koeficient ¢; tohto rozvoja, rozvinieme do radu obe podmriezkové mag-

netizacie (41) a (42) do ¢lenov prvého radu:
ma = ai;ma + asmpg + ..., (50)
mp =bima +bamp +.... (51)
Z rovnice (50) mame
(1 —a))my = asmp, (52)

¢o dosadenim do rovnice (51) ddva

blCLQ
(1—a)

Porovnanim s (49) dostaneme pre ¢; vyjadrenie

mp = mpg+bympg +.... (53)

asb
01:b2+ 27

(54)

1-— aq ’
Podobne, aby sme nasli koeficient c,, rozvinieme do radu obe podmriezkové magnetizacie

do ¢lenov treticho radu:
ma = ayma + agmp + azmamp + agmmp + asm’ + agmy + ..., (55)
mp = bima + bymp + bymam3 + bymimp + bsm? + bgm¥ + . . .. (56)

Napokon dosadenim rovnice (52) do (55) dostaneme:

Qao03 CL%CL4 CL% as

1 — a1 (1-@1)2 (1 —al)

(1 — al)mA = asmp + 3 + ag m% (57)
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Dosadenim (57) do (56), s obmedzenim sa iba na ¢leny do treticho rddu vzhladom na

m%, ziskame vyraz pre c:

1 a
cy = bg + 1 _2 (agby + agby)

[agbg + a6b1 +
— ay 1

ai

]_—CL1 — ay

+ ( e >2 (agbs + aqsby) + (1 @ )3a5b1], (58)

pricom explicitny tvar koeficientov ay, by (k=1,2,...,6) je uvedeny v Dodatku 5.3.
Na zaklade Landauovej tedrie fazovych prechodov [25] je fazovy prechod druhého dru-

hu urceny podmienkami
c1 = 1, cy < 0. (59)

V pripade, ze koeficient c; meni znamienko, fazovy prechod druhého druhu sa zmeni na
fazovy prechod prvého druhu. Bod, v ktorom tato zmena nastdva, sa nazyva trikriticky

bod, a je teda urceny podmienkami
Cl = ]_, Cy = 0. (60)

K rovnakym zaverom dospejeme aj v pripade, ak rozvinieme do radu magnetizaciu

ma:
mA:dlmA+d2mf’4+.... (61)

Rovnakym postupom ako v pripade rozvoja podmriezkovej magnetizacie mp (42) dosta-

neme, ze koeficienty d; a dy st urcené vztahmi

a2b1
- - 2
dl &1+1_b2, (6)
dy = a5+ —— | agbs + ashy + —21 (agby + ashy)
2 — Ws 1—62 2V5 4V1 1—b2 204 31
b\’ b\’
+ <1 _1 b2> (a2b3 + aﬁbl) + <1 _1 b2> a2b6‘| . (63)

Féazovy prechod druhého druhu je teraz uréeny podmienkami
d1 = ]_, dg <0 (64)
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a trikriticky bod dostaneme zo vztahov
dl - 1, dg =0. (65)

Lahko mozno dokazat, ze rovnice (59) a (64), resp. (60) a (65), si navzajom ekviva-
lentné, a teda davaju rovnakd hodnotu pre teplotu fazového prechodu druhého druhu a
trikriticky bod.

Fazovy prechod prvého druhu dostaneme porovnanim volnych energii obidvoch roznych

faz, ktoré su v bode fazového prechodu prvého druhu vo vzajomnej rovnovahe.

2.4 Zakladny stav

Aby sme mohli identifikovat jednotlivé fazy, ktoré sa pre dany systém realizuju, po-
trebujeme poznat ich spinové usporiadanie pri nulovej teplote, t.j. zakladny stav. Ten je
pre dané parametre A, J, D a h jednoznac¢ne urceny vlastnym vektorom prislichajicim
minimalnej vnitornej energii. Podmriezkové magnetizacie ma, a mpy pre T' = 0 K pri-
slichajuce stavu [i;) potom vypocitame podla nasledovného postupu:

Strednt hodnotu 'ubovolného linedrneho hermitovského operatora A v stave popisanom

vlastnym vektorom |;) vypocitame ako

(Aye = (r| Alih). (66)

Podmriezkové magnetizécie pri nulovej teplote v stave [i;) st teda uréené vztahmi

mar = <S'iZA>k = <¢k’SfA’¢k>a

~

mpe = (Sip)k = (el Siplihn), (67)

kde za operatory AfA, resp. S *p, dosadime ich reprezentdcie v tvare matic 6 x 6 (7), resp.

(11). Pre jednotlivé fazy |iyy) (kK =1,2,...,6) ich mozno s pouzitim oznacenia (35) pisat

v tvare
1
ma; = 1, mp1 = §a
1
mas = y2, mpo = 5(952 - ?JQ),

22



1
mas = CEQ, mp3 = 5(3/2 - 1’2)7

1
ma4 = $'2, mpqs = 5(?/2 - x’2),
1
Mmas = y/27 mps = 5(.%/2 - y/2)7
1
mae = —1, Mps = ~3- (68)

Poznamendvame, ze pre pripad A = 1 (Isingov model) je f = 0, a teda plati z = 0,
y=1 a2 =1ay =0 (pozri vztahy (14) a (35)). Vektory bézy (38) sa redukuji na
vektory Isingovej bazy (82):

k) = |lok), (E=1,2,...,6). (69)
Pre Isingov model pri nulovej teplote nadobudaji podmriezkové magnetizacie hodnot

may = Mmaz =1,
maz = Mmas = 0,
Mmas = Mag = —1,

mpy = Mp3 = Mps = 5;

1
Mmpo = MMp4 = MpBe = —5- (70)

Jednotlivé fazy, charakterizované réznymi hodnotami podmriezkovych magnetizacii,
odlisime numerickym porovnanim hodnét vnutornych energii, z ktorych vyberieme vzdy
najmensiu, ktora zodpoveda stabilnému stavu. Body, v ktorych sa vnitorné energie dvoch
faz rovnaju, potom zavisia na hodnote jednoiénovej anizotropie D a predstavuju fazové

prechody prvého druhu pri nulovej teplote.

23



3 Numerické vysledky a diskusia

V dalsom sa obmedzime na pripad jednoduchej kubickej mriezky, ked koordinacné ¢islo
je z = 6, a na pripady, ked J > 0, ¢o odpoveda feromagnetickej vymennej interakecii.
Féazové diagramy pre rozne hodnoty parametrov vymennej a jednoiénovej anizotro-
pie st znazornené na obr. 2-4 a obr. 6. Plné, resp. prerusované, ciary predstavuju
fazové prechody druhého, resp. prvého druhu. Préazdnymi krizkami st znazornené po-
lohy izolovanych kritickych bodov, v ktorych zanikéd krivka fazovych prechodov prvého
druhu. Plnymi krizkami su znazornené polohy trikritickych bodov, v ktorych prechadza
krivka fazovych prechodov druhého druhu do krivky fazovych prechodov prvého druhu.
Suradnice trikritickych bodov pre niektoré pripady si uvedené v tab. 1. Priemet krivky

trikritickych bodov pozdfi osi parametra vymennej anizotropie A je znazorneny na obr. 1.

A DJJ  kT)J| A DI kgTi)J
0.0 —2.7116 1.21516 | 0.6 —2.7945 1.26706
0.1 —-2.7304 1.22740| 0.7 —2.8014 1.27115
0.2 —=2.7473 1.23806 | 0.8 —2.8063 1.27407
0.3 —2.7621 1.24732 |09 —2.8092 1.27580
04 —2.7749 1.25517 | 1.0 —2.8102 1.27643
0.5 —2.7857 1.26174

Tab. 1: Suradnice trikritickych bodov v rovine (D,T') pre rozne hodnoty parametra A.

Z tab. 1 vidime, ze pri prechode od Isingovho modelu (A = 1) k izotropnému Hei-
senbergovmu modelu (A = 0) sa hodnota D;/J zvysi o 3.51% a hodnota kgT;/J znizi o
4.8%.

3.1 Isingov model (A =1)

Pre hodnotu parametra vymennej anizotropie A = 1 sa hamiltonidn (2) redukuje na

tvar

~

HIsing _ _J‘giZAS;B _ D(S’ZZA)Q — (hZ AZ»ZA + hj A;B)a (71)

ij
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Obr. 1: Priemet krivky trikritickych bodov pozdii osi parametra A.

ktory predstavuje Isingov model. Pretoze v tomto pripade je f = 0, v maticovej re-
prezentdcii je tento hamiltonian reprezentovany diagonalnou maticou. Teda jeho vlastné
hodnoty st diagondlne elementy a, b, . . ., e (14) a jeho vlastné vektory st vektory Isingovej
bazy (82).

Fazovy diagram pre tento model je zndzorneny na obr. 2. Krivka fazovych prechodov
prvého druhu zanikéa pre T = 0 K a oddel'uje od seba usporiadanu fazu, ktori oznacime
ako faza Oy, a neusporiadanu fazu D.

Kritickt hodnotu jednoiénovej anizotropie D.., pri ktorej nastava fazovy prechod medzi
tymito fazami, dostaneme porovnanim vnutornych energii oboch faz, ktoré musia byt v
bode fazového prechodu vo vzajomnej rovnovahe.

Vyjdime z hamiltonidnu (1), ktory sa pre pripad Isingovho modelu v nulovom von-
kajSom poli redukuje na tvar

ﬂlsm‘q =—J Z ng A;B - D Z( AfA)2~ (72)
(4,3) €A
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Obr. 2: Fazovy diagram pre A =1 (Isingov model).

Vnutorntu energiu U; usporiadanej fazy Oy, v ktorej su vSetky spiny podmriezky A v stave
+1 (alebo v stave —1) a vSetky spiny podmriezky B v stave +1/2 (alebo v stave —1/2),

mozeme vypocitat ako

JNz DN

U, = " 1sing _
1 <H >Ol 4 2 Y

(73)

kde N je celkovy pocet atomov v mriezke. Vnuitorni energiu Up neusporiadanej fazy D, v
ktorej st spiny podmriezky A v stave 0 a spiny podmriezky B s rovnakou pravdepodobnostou

v stave +1/2 a —1/2 moézeme vyjadrit ako
Up = (H*™9)p, = 0. (74)

Z podmienky U; = Up dostaneme pre kriticki hodnotu jednoiénovej anizotropie exaktnu
hodnotu D./J = —z/2.
Ak vyjdeme z parového hamiltonidnu (71), dostaneme pre vnutornd energiu U

~

Uy = (H™) o, = 5 D = J(z 1) (75)

ij
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a pre energiu Up

~

Up = (HS"™)p = 0. (76)

]
Porovnanim tychto dvoch vnitornych energii dostaneme D./J = 1/2 — z, ¢o nie je v
silade s exaktnym riesenim, ani s fazovym diagramom na obr. 2.

Aby sme ziskali hodnotu D, konzistentni s exaktnym rieSenim, definujme vnutornu

energiu pre 7' = 0 K vztahom

~

U, = (HE™) + J(z — Dmagmpy. (77)

]
Lahko sa presvedcime, ze s takto definovanou vnitornou energiou dostaneme pre kritickt
jednoiénovi anizotropiu spravnu hodnotu D./J = —z/2. Toto vyjadrenie vnitornej
energie neskor zovseobecnime aj na pripad Heisenbergovho modelu.

O spinovom usporiadani faz O, a D pri nulovej teplote, ktoré sme pouzili pri vypocte
kritickej hodnoty jednoiénovej anizotropie, sa mozno presvedcit pomocou vlastnych vek-
torov hamiltonianu, ktoré popisuju systém v zakladnom stave.

Féza |¢r), ktord sa pre dané parametre A a D v zakladnom stave realizuje, je ta, ktora
m4d najnizsiu vnutornu energiu (77). Numerickym porovnanim vnutornych energii zistime,
ze pre D/J > —z/2 sa realizuje faza popisana vlastnym vektorom |p;), ktord predstavuje
paralelné usporiadanie vSetkych spinov, a teda feromagneticki fazu. Pre D/J < —z/2
maju zhodne najnizsiu vnutornu energiu fazy popisané vektormi |¢3) a |[¢4). V oboch
tychto fazach je priemet spinu atémov podmriezky A do osi z nulovy a priemet spinu
atémov podmriezky B do z-ovej osi je pre fazy |¢3) a |p4) rovny +1/2; resp —1/2 (pozri
vztahy (70)), a preto celkovd magnetizacia je nulova.

Pre T" > 0 K prechddza neusporiadand faza D do paramagnetickej fazy P, v ktorej
sa ndhodnym spdsobom s rovnakou pravdepodobnostou realizuju véetky stavy |pg) (k=
1,2,...,6), ¢o odpovedad situdcii, ked sa s rovnakou pravdepodobnostou realizuji vsetky

priemety spinov do smeru z-ovej osi. Preto je celkovda magnetizacia v tejto faze tiez nulova.
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3.2 Heisenbergov model

Int topoldgiu ako v pripade Isingovho modelu maju fazové diagramy pre 0 < A < 1,
¢o je ilustrované na obr. 3 a 4, ktoré zndzornuju fazové diagramy pre A = 0.5 (ani-
zotropny Heisenbergov model) a A = 0 (izotropny Heisenbergov model). Na tychto
diagramoch krivka fazovych prechodov prvého druhu nezaniké pre 7' = 0 K a objavuje sa
nova nizkoteplotna usporiadand faza, ktort oznacime Q. Tato faza je od usporiadanej
fazy O; oddelena krivkou fazovych prechodov prvého druhu, ktorda moze byt zakoncena
izolovanym kritickym bodom, ako je ilustrované na obr. 4. Na tejto krivke obe uspo-
riadané fazy koexistuji a v izolovanom kritickom bode sa stdvaji nerozlisitelnymi (maji

rovnaki magnetizaciu).

1.6 T T T T T

/
/
0.8 / .
/

kgT/]

0.6 ,"’ Ol 7

5 28 -2.6
D/J

Obr. 3: Fazovy diagram pre A = 0.5 (anizotropny Heisenbergov model).

Existenciu dvoch usporiadanych faz pri nenulovej teplote, ako aj fazové prechody
prvého a druhého druhu mozno ilustrovat na teplotnych zavislostiach podmriezkovych
magnetizdcii pre typické hodnoty parametra jednoiénovej anizotropie D. Na obr. 5(a)-

5(d) st zndzornené niektoré pripady pre A = 0. Na obr. 5(a) pre pripad D/J = —2.6 obe
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kgT/]
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i
/
|

0.2 koo - J— o |

Obr. 4: Fazovy diagram pre A = 0 (izotropny Heisenbergov model).

podmriezkové magnetizacie spojito zanikaju v kritickej teplote, ¢o je typické pre fazovy
prechod druhého druhu. obr. 5(b) znazornuje pripad D/J = —2.76, na ktorom sa pri
nizkych teplotach objavuje faza O,, a teda vidime, ze magnetizacie vykazuju v dvoch
teplotach nespojitost typickid pre fazovy prechod prvého druhu. Hodnota D/J = —2.8
na obr. 5(c¢) odpoveda pripadu blizko izolovaného kritického bodu, ked zanika rozdiel
medzi usporiadanymi fazami O; a Oy a podmriezkové magnetizacie zanikaju nespojito
vo vysokoteplotnom fazovom prechode prvého druhu. Nakoniec obr. 5(d) zndzornuje
pripad D/J = —2.9, kde vykazuji magnetizacie nespojitost v jednej kritickej teplote.
Vidime teda, ze spravanie sa magnetizacii je v kazdom pripade v iplnom silade s fazovym
diagramom na obr. 4.

Aby sme videli vplyv parametra vymennej anizotropie A na kriticka teplotu systému,
na obr. 6 st znazornené fazové diagramy v rovine (A, T') pre rozne hodnoty jednoiénove;j
anizotropie D. Ako vidime, s rastiicou hodnotou A stupa kriticka teplota pre fazu O,

(pozri priebehy kriviek pre D/J = —2.75 a D/J = —2.8). Kritické teplota pre fazu Os,
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Obr. 5: Teplotnd zavislost podmriezkovych magnetizdcii pre rézne hodnoty D/J pre

A=0: (a) D/J=—-26, (b) D/J =—-276, (c) D/J = —2.8, (d) D/J = —2.9.
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naopak, klesé s rastiicou hodnotou A, az tplne zanikne pre A = 1. Preto sa tato faza
nerealizuje pre Isingov model, ¢o svedci o kvantovomechanickej podstate tejto fazy. Toto
spravanie jasne ilustruje na obrazku krivka pre D/J = —4.0. Krivky pre D/J = —2.9
a D/J = —2.97 odpovedaji pripadom, ked sa realizuji obe usporiadané fazy, ktoré si
od seba oddelené krivkou fazovych prechodov prvého druhu, ktord moze byt zakoncena

izolovanym kritickym bodom (pozri krivku pre D/J = —2.9).

T I | |
14 |
D/1=-2.75
I s
| B .
= 08 |
m / —77
'M -
0.6 ,,/ -2.9 // |
04 | ,,/ / ‘," -2.97 |
o :\::::I:““““; "’ |
T |
-4.0 o :\:
0 I | T +
0 0.2 0.4 o0 : |

A

Obr. 6: Féazové diagramy v rovine (A, T) pre rozne hodnoty D/.J.

Spinové usporiadanie faz pri nulovej teplote zistime pomocou vlastnych vektorov ha-
miltonidnu (13). Vnutorni energiu definujeme v stilade s (77) vztahom
Uy = (Hij)i + J (2 — Dymagmpy. (78)
Kedze plati (Hi;)r = (Vx|Hij|1bk) = E), mozno tento vztah prepisat do tvaru
Uy, = Ex + J(z — 1)marmpy. (79)

Pre vsetky hodnoty parametra vymennej anizotropie 0 < A < 1 vo faze O; nadobuida

vnutornd energia (79) minimum pre stav |[¢1) = |p;) rovnako ako v pripade Isingovho
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modelu. V oblasti, kde sa realizuje faza Oy, ma najnizsiu vnutornu energiu stav popisany
vlastnym vektorom [i3), ktory je superpoziciou dvoch isingovskych stavov: [i3) = x|@2)+
ylps). Vlastny vektor |ps) predstavuje stav, v ktorom priemet spinu atémov podmriezky
Aje Sy = 1 a priemet spinu atémov podmriezky B je S7p = —1/2. Na druhej strane,
vlastny vektor |p3) predstavuje stav, v ktorom je S7, = 0 a Sip = +1/2.

Spravanie sa tejto fazy pre velké zaporné hodnoty parametra D mozno urcit zo
spravania sa koeficientov x a y:

lim z =0, Dlim y=1. (80)

D——o0

S klesajicou hodnotou parametra D teda rastie pravdepodobnost realizacie stavu |¢3)
a klesd pravdepodobnost realizécie stavu |ps), coho ddsledkom je nérast hodnoty podm-
riezkovej magnetizacie mp a pokles hodnoty podmriezkovej magnetizacie my, ¢o ilustruje
obr. 7, ktory znazornuje priebeh podmriezkovych magnetizacii a celkovej magnetizacie pri
nulovej teplote pre pripad A = 0. Pokles po¢tu atémov podmriezky A s nenulovym prie-
metom spinu do z-ovej osi sposobi, ze sa zoslabuje interakcia medzi spinmi podmriezky B
(pripominame, ze v modeli uvazujeme interakcie iba medzi najblizsimi susedmi), ale tato
faza existuje pre l'ubovolne velku zéporni hodnotu D. Az pre pripad D = —oo vymizni
vsetky atomy podmriezky A s nenulovym priemetom spinu do z-ovej osi, minimalnymi sa
zhodne stanu vnutorné energie Uz a Uy a systém prejde do neusporiadanej fazy D rovnako
ako v pripade Isingovho modelu.

Kritickii hodnotu jednoiénovej anizotropie D., pri ktorej nastava v zakladnom stave

zmena fazy, uré¢ime numericky z podmienky rovnosti vnutornych energii oboch faz:
E1 + J(Z — 1)mA1m31 = E3 + J(Z — 1)mA3mB3. (81)

Ich priebeh pre pripad A = 0 je zndzorneny na obr. 8. V tomto pripade je D./J =

—2.6943. Hrubou ¢iarou je znazornend vnutorna energia, ktora je v bode fazového pre-

chodu spojita, ale nie hladka, ¢o dokazuje, ze ide o fazovy prechod prvého druhu.
Riesenim rovnice (81) je krivka zavislosti kritickej hodnoty jednoiénovej anizotropie

D, na parametri vymennej anizotropie A, ktora je zobrazena na obr. 9.
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Obr. 7: Zavislost podmriezkovych magnetizacii a celkovej magnetizacie v zakladnom stave

pre A = 0.
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Obr. 8: Zavislost vnutornej energie na D/J v zdkladnom stave pre A = 0.
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Obr. 9: Zavislost kritickej hodnoty D, na parametri A.
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4 Zaver

V predlozenej diplomovej praci bol studovany vplyv jednoiénovej a vymennej anizotro-
pie na magnetické vlastnosti kvantového Heisenbergovho modelu so zmiesanymi spinmi 1
a 1/2 pouzitim péarovej Oguchiho aproximdcie. Podrobne bol studovany pripad pre jedno-
ducht kubicki mriezku s koordinacnym ¢islom z = 6. Okrem fazovych prechodov druhého
druhu boli uréené aj fazové prechody prvého druhu, ako aj trikritické a izolované kritické
body, pricom zmenou parametrov vymennej a jednoionovej anizotropie A a D boli ziskané
topologicky rozliéné fazové diagramy. Bolo zistené, ze pre vsetky hodnoty parametra A
existuje na fazovom diagrame trikriticky bod, v ktorom prechadza krivka fazovych precho-
dov druhého druhu do krivky fazovych prechodov prvého druhu. Na fazovych diagramoch
pre parameter A # 1 bola okrem klasickej feromagnetickej usporiadanej fazy O, objavena
nova, nizkoteplotna kvantova usporiadand faza O, ktora neexistuje pre pripad Isingovho
modelu, a bolo uréené jej spinové usporiadanie pri nulovej teplote. Kedze tato faza nebola
pozorovana pre pripad anizotropného Heisenbergovho modelu so spinom 1 studovanom
tiez v Oguchiho aproximdcii [26], jej existencia suvisi s pritomnostou podmriezky B ob-
sadenej atémami so spinom Sp = 1/2. Taktiez bolo ukdzané, ze této faza existuje pre
T'ubovolne velku zaporni hodnotu parametra jednoiénovej anizotropie D a asymptoticky
zanikd az pre pripad D — —oo. Kedze této faza neexistuje pre pripad A = 1 (Isingov
model), nie je mozné urobit jednoznacny zaver, ¢i jej existencia v pripade kvantového mi-
xovaného systému je dosledkom pouzitej aproximécie. O tom moze rozhodnut iba dalsie

studium tohto zaujimavého modelu s pouzitim inych, sofistikovanejsich metod.
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5 Dodatky

5.1 Isingova baza ortonormovanych vektorov

Vektory Isingovej bazy |¢g), ktoré st pre systém so zmieSsanymi spinmi Sy, = 1 a

Sp = 1/2 6-rozmernymi spinormi, maju tvar

o) = IL+1): 545

fe2) = L4155

o) = L0} [5.+5) |

o) = 11055 .

fes) = L1543

p6) = |1, —1); %,—%>j, (82)

pricom ich zapisujeme v tvare
o) = 154,5%)i|SB,SB); (83)

kde Sa = 1, resp. Sp = 1/2, predstavuje celkovy spin atému podmriezky A, resp. B, a
S%, resp. S}, predstavuje priemet spinu do smeru osi z. Vlastny vektor (spinor) celého

uvazovaného paru (diméru) je potom priamy suéin vlastnych vektorov oboch spinovych

operatorov:
1
0
1

1 1 1 0
o) = 1L +1i[545) = (0] @ ~ 7.

0 J
¢ 0
0
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1 1
=1, 41);|=,—=) =
o2} = 14055
0
1 1
=1,0);|=,+=) =
fos) = 1,0, +5) = | 1
0
0
1 1
=1,0)|=,—=) =
0
1 1
=1, -1);|=,+=) =
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ve) = 11, =1)i |5, —

—
| —
\/
<
|
— o (e
®
@)
I
o o o o o
~—~
(0.¢]
=~
N—

Ku kazdému vektoru (ket-vektoru) z tejto bazy existuje jeho hermitovsky zdruzeny bra-

vektor definovany ako

{erl = low)' = (o))", (85)
kde (...)" oznacuje hermitovské zdruzenie, (...)* komplexné zdruzenie a (...)T trans-

poziciu vektora. Konkrétne:

(p1] = (1, 41| <1 +1
L1 = 9 7 27 2
1 1

1 1
= (1 Oz a1 A

1

1
= (1,0;{=,—=

=(1, 0, 0;®(1, 0);=(1, 0, 0, 0, 0, 0),

J

=(1, 0, 0,®(0, 1);=(0, 1, 0, 0, 0, 0),

J

=(0, 1, 0;®(0, 1);=(0, 0, 0, 1, 0, 0),

1

1
= (1, =1, (=, +=

1 1
=(1,-1|;(=,—=

Lahko sa presvedcime, ze pre bra-vektory a ket-vektory plati podmienka ortonormovanos-

=0, 0, 1);,®(1, 0);=(0, 0, 0, 0, 1, 0),

=(0, 0, 1);®(0, 1);=(0, 0, 0, 0, 0, 1). (86)

J

ti:

{(OmlPn) = dmn. (87)

5.2 Vyjadrenie Hamiltonianu 7:[2']' v P'ubovol'nej baze ortonormo-

vanych funkcii

Vyjadrenie hamiltonidnu H;; pomocou priameho stcinu spinovych operatorov, ako sme

urobili v casti 2.1, je najjednoduchsi, avsak nie jediny sposob, ako vyjadrit operator v
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maticovej reprezentacii.

V niektorych pripadoch je potrebné vyjadrit si hamiltonian vo

vopred zadanej baze ortonormovanych funkcii. lustrujme tento postup na baze funkcii

&) = [1,+1);

|§2> = \/—‘1

|€s) = \/j\1,+1)

&4) = \/71 0)i

[€5) = \f\l 0)i

[€6) = [1,=1);

1

a)

1 +1>
2772

fuo S+3)

2" 2

11

i _a_§>j_7‘170>i §>+§>

1, - >1,+1>

f 2" 2

\[u 1)i]5.+3)

‘127 2

2

>j,

.

.

.

.

(88)

ktoré predstavuju vlastné stavy izotropného kvantového heisenbergovského spinového

diméru so spinmi 1 a 1/2, pricom koeficienty pri jednotlivych isingovskych stavoch sa

nazyvaju Clebsch-Gordanove koeficienty [23]. Poznamenavame, ze tdto bdza predstavuje

limitny pripad bazy vlastnych vektorov hamiltonidnu ﬂij (38) pre pripad h; =0 a h; = 0.

Zavedme tzv. posuvné operatory

A - Gy
S’LA - MiA +ZS@'A7
Sy = —iSY,
o+ _ Qu - QY
Al aw Ay
SjB = SjB - ZSjB?

kde 7 je imaginarna jednotka.

0
SH=v2|o
0

. 0 1
0 0

0 0 0 0
1, S,=v2l1 0 o
0/ 0 1 0
4 0 0
) 'B: 9
! 1 0
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(89)

V maticovej reprezentacii maju tieto operatory tvar

(90)

(91)



pricom index za maticou oznacuje uzol mriezky, s ktorym je dany operator spojeny. Ich

ucinok je nasledovny:
S'z‘tx ’17+1>i: ’0>i7 S'ij4‘17+1>i:\/§|1’0>i’
Sz‘tx |170>i:\/§‘17+1>i7 A;4|170>i:\/§‘17_1>m
S’:;l |17—1>i:\/§|170>i7 S(i:l‘l?_wi: |0>27

w11 11 11
Soliri), =m0 Solyes) - lpod),
LACIREY) 01 w3 ¥3), 7272/,
11 11 (|11
S+ _7__> :’_7+_>7 S5 _7__> :‘0>7 (92)
Bl 2/, 1272/ B2 2/, J
pricom
0
0
0); =10 a ‘O>j: 0 (93)
0 J

i

predstavuju stavy s nulovou pravdepodobnostou. Skratene to moézeme zapisat vztahmi

S 1Sias S24); = \/Sia(Sia + 1) — Sza(Sza £1) [Sia, Siy £ 1),

A ;B>j = \/S;B(Sip + 1) — S35(Sip £1) |S;m, jBil>j. (94)

Hamiltonidn (2) mozno pomocou operatorov (89) zapisat v tvare

R J .
Hij = =5 [(1 = D)(55S55 + 875T5) +2554555] = D(S5)’
— (haSiy + hjSip). (95)

V maticovej reprezentacii su jeho elementy definované ako
(Fi)mn = (€| Hijl&n) (m=1,2,...,6;n=1,2,...,6). (96)

Aby sme ich vyjadrili, potrebujeme najskor zistit, ako posobia jednotlivé operatory

5';;15' S S .52, AjB, (52,)2, 57y a S? “p na jednotlivé vektory bazy. Ukdzeme si to na

v )

priklade vektora |&5):

B‘§2> ZAS]B (\/’ ’1 +1
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01 0 1 0
0 0 1 0 2 1
=v2{0 0 1 —= |0 +y/5]1
1 0] |V3 1) V3 0/
00 0/ j 0/ j 0/ j
0 1
~ /210 0+20 0—2|1+1>11>
3 0 V3 1 V3©T 2 2/
0/ j 0/ j

(97)

Podobnym sposobom vypocitame aj pdsobenie ostatnych operatorov na |&5):
. 2 1 1
SoSH =4/=|1,0);|=
A ]B|§2> \/;‘ ) > 27 +2
FUN 1 1 1
$2082160) = ———|1,+1); —,__> ,
. 1 1
z \2
1 = 1 tlaYy T A )
1 1>
2 Y

Y

L‘l
\/g 5
A 1

Sial&e) = %\1,+1>i

Sialé) = 3 (fu f\l 0),

) (98)
Vysledkom posobenia operatora 7:(2-]- na vektor |&;) je teda vektor

1 1>
2/;

1),

Podobne vypocitame aj posobenie 7:[”- na vsetky ostatné vektory bazy (88). Vsetkych

7:(17\52> = \/Lg (—%[(1—A)+1] D —h; + " ) 11, +1); |=

% <—g(1 _A) - h-) 11,00,

36 elementov matice 7:(2-]- vypoéitame podla vztahu (96), pricom vyuzijeme, ze vlastné

vektory bézy (88) si ortonormované, t.j. plati vztah (£,,|&,) = dmn. Napriklad
~ 1 J h;
ale) = — (=Z[(1=A)+1]-D—h+ 4
(@lfule) = 5 (~3l0-2)+1 +%)
1
J

1 +\F<1 0 <1
j 3 M 3 27

« (a4 <1
\/g ) 7 27 2

+ @(—%(1—A)—%>

1 1 >
Y 2 j
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< 1,41 <1 U2 0\-<1 2 0)»1+1>
\/g ) (2 27 2] 3 ) 7 27 2] ) 7/27 2]
J 1 h;

— g —y-L(psn ). 100
Sua-a -1 g (D4 ) (100)

Podobne vypocitame vSetky elementy a zistime, ze nenulové su iba elementy (ﬂij)ll,

~ ~ ~

( j)22, (ﬂij)33> (ﬂij)44a (7:(1'3')55, (ﬂij)66> (ﬂij)QB = (Hij)32 a (Hij)45 = (ﬂij)54- Matica

i
H;; ma teda tvar

a 00 0 0 0
0 b d O 0 0
. 0 d ¢ 0 0 0
000 € § 0
000 g f O
0 0 0 0 h
kde
o= S (pensls),
B:—1[4(1—A)—1]—1<D+hi+—j>,
6 3
J 2 h;
=211 -A)+1] -2 (D+h — 2|,
¢ 3[( )+ 1] 3< +h 4>
- V2 V2
d:—?J[(1—A)—1]——(D+hi—hj),
N J 1 h;
e_—6[4(1—A)—1]—§<D—hi—?>,
I 2 h;
f—§[2(1—A)+1]—§<D—hi+Z>,
2 2
gz%J[(l—A)—l]—F%(D—hi—f-hJ‘),
- J h:
-2 _(D—h—2L). 102
he ( h 2) (102)

Téato matica ma rovnaké vlastné hodnoty a vlastné vektory ako matica (13), teda obe

reprezentdcie hamiltonidnu (2) davaju rovnaké fyzikdlne vysledky.
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Podobnym sposobom mozeme vyjadrit hamiltonidn (2) aj v Isingovej baze (82) a
zistime, ze jeho tvar je totozny s tvarom (13), ktory sme ziskali priamym stié¢inom spi-
novych operatorov: matica, ktoru ziskame priamym si¢inom spinovych operatorov, pred-

stavuje teda hamiltonidn vyjadreny v Isingovej baze.

5.3 Koeficienty rozvojov podmriezkovych magnetizacii m4 a mp

Zavedme oznacenia:
J
A = 2exp {6 (5 —l—Dﬂ ,

- 4 (3-0))

c-2(40).

G = (- A,

R=VC?+G,

Z, = A+ 2B cosh(R), (103)

kde posledny z vyrazov predstavuje partiécni funkciu (40) pre pripad ms = 0 a mp = 0.
Koeficienty ay, by (k = 1,2,...,6) v rozvojoch podmriezkovych magnetizacii (55) a

(56) su dané vztahmi:

5(2 - 1) 3 2 3 i
ar = TBZO(AR — BC?Recosh(R) + BC® + (=1 + C)G]sinh(R)),
—1
as = %ZO)[QAR?’ + BR(2C? + G) cosh(R) + B(G — 20 R?) sinh(R)],
_ Bz —1)° 2 26 2 6 2
%= Tomar — 2R*[4A’R® + B*(2C° + C*[-6 + C(~9 + 5C)|G

+ 31+ (-3+0)C)G%)] + B {ARQ (4C° + c[12 + C(9 + 110))C

+ 3[=143C(1+ C)]G? + 2G*) cosh(R) + 2BC?R*[AC" + 7C*G

+ 3G(2+ G)] cosh(2R) — R(A[ —4C7 - 3C*(— 44 O[3+ C(-1+3C)])G
— 3(1=3C +2C%)G” - (3+ C)G*| + 2B[8CT + 3C*(4 + 3C + 6C*)G

+ 3(—1+3C +4C*G* +2CG7) cosh(R)) sinh(R)H )
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Bz —1)°
U4 = epiza
16R" 22

+ B[AR(scﬁ +6(—1+ C)C2(2 + 30)G + 3+ C(—6 + 130)]G?

l_QR(QAQRﬁ — B*G[3G + C( - 6G + C[-6+ (—6+C)C+G])D

+ 3G®) cosh(R) — 2BC*R(2C" + 3(2 + C*)G + G?) cosh(2R)

+ A[=8CT —2C%( = 6+ C[-3+ C(=5 + 11C)])G — (14 20)[3
+2C(=6 + 5C)]G* — 2(—2 + 3C)G?| sinh(R) + B4CT + 2C*(6 + 3C
+ACHG (=3 + 6C + 4CH) ] sinh(QR)” ,

_PE-1p
~ 48R7Z?

v B(AR( — 205 — C?[-12 + (=34 C)CIG + 3(—1 + C + C)G?

Qs

lm[ — A’R® + B*(C®+ C*[6+ C(3+ O)|G + 3(~1 + C)G?)]

+ 2G*) cosh(R) + 2BC*R[C* + (6 + C*)G] cosh(2R) — A[2C”

+C* (124 CB+CO+70)])G + (= 3+ C[3+4C(3+20)] )G
+ 3(1+ C)G®| sinh(R) — B2C" + C*(12 + 3C + 4C*)G

+ (23430 + 209G sinh(zR)ﬂ ,

-1
9= T8RS Z?

—3[1+ (-4 +O)C|G* + G3)} + B[ — AR? (2406 +4C?[3+ C(3 + 140)|G

[ — 2R?[8A’R + B*( — 4C° — 2C*(=3 — 6C + 4C*)G

+ 3[~1+ C(4 4 13C)|G? + 7G*) cosh(R) — 2BR*8C® + 16C*G + G

+ 3C2G(2 + 3G)] cosh(2R) + R(A 4007 +4C2(3 + O[3+ C(=3 +310)))G

+ (= 3+2C[6+ C(—15 + 640)] ) G? + 2(—9 + 22C)G?| + 2B[16C”

+4C2(3 4 3C + 10CHG + (=3 + 120 + 3204 G2 + 8CGY cosh(R)) sinh(R)H ,

Bz =1)
AR3Z,
by = ay,
Flz—1)°
T 16RSZ2

by = [AR? + 2BC? R cosh(R) + 2BG sinh(R)],

bs l— 2R (2A2R6 - B*G[3G + C( ~ 6G + C[-6

+ (=64 C)C + G])D + B(AR2 (8C°+6(—1+C)C*(2+3C)G
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+ [3+ C(=6+ 13C)]G? + 3G*) cosh(R) — 2BC?R*[2C" 4 3C*G

+ G(6 4 G)] cosh(2R) + R(A[ —8C" - 2C*( = 6+ C[-3 + C(~5+ 11C)])G
— (1+420)[3+2C (=6 + 5C)|G? — 2(=2 + 3C)G*] + 2BACT

+ 2C%(6 + 3C + 4C*)G + (=3 + 6C + 4C*)G?) cosh(R)> sinh(R)ﬂ :

_ P -1)
- 16R7Z?

[23[ — A’R® + B*(C®+ C*[6 4+ C(C + 3)|G + 3(C — 1)G?)]

+ B(AR( —2C° = C?[-12 4+ (C = 3)C)G + 3(C? + C — 1)G? + 2G*) cosh(R)
+ 2BC?R[C* + (C? + 6)G] cosh(2R)

— A[2C7 +C2(12+ C[3+ C(9+T0)])G + ( — 3+ C[3+4C(3 + 20)]) G

+ 3(1+ C)G®| sinh(R) — B2C" + C*(12 + 3C + 4C*)G

+ (=3 +3C +2C*)G?] sinh(QR)ﬂ :

_F-1)°

b p—
° ARRTZ2

[R(A?R‘3 +2B%[C% + C*(6 + CHG — 302])

+ B <AR[406 +8C*G — G*(3 + Q) + 3C*G(4 + G)] cosh(R)
+ 2BC?R[C* + (6 + C?)G] cosh(2R)
+ 3G|A(G +2[C*(=2 + G) + G”]) sinh(R) + B(—4C” + G) sinh(zR)m ,

_PeE-1)p
© 48R8Z?

+ 3[4+ (=3 +C)C)G%)| + B [ARQ (4C° + C?[12+ C(9 + 110))G

[ — 2R*[4A’R® + B*(2C° + C*[-6 + C(~9 + 5C)|G

+ 3[=143C(1+ C)]G? + 2G*) cosh(R) + 2BC?R*[AC" + 7C*G
+ 3G(2+ G)] cosh(2R) — R(A[ —4CT = 3C*(— 4+ C[-3+ C(-1+30)])G
— 3(1-3C +2C%)G” - (3+ C)G*| + 2B[8CT + 3C*(4 4 3C + 6C*)G

4 3(—143C +4CH)G? + 206G cosh(R)) sinh(R)H . (104)
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