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Výpočty pásových struktur

• reciproký prostor k-vektorů, Brillouinovy zóny

• sekulární rovnice, variační metoda

• pásová struktura, periodický potenciál

• hustota stavů, Fermiho energie

• metoda téměř volných elektronů

• metoda těsné vazby, MO-LCAO, Blochovy funkce
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Reciproký prostor – prostor k-vektorů Pásové struktury

prostor čísel k - reciproký prostor, k – prostor
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k, šířka pásu, zakázané pásy Pásové struktury

k - vlnový vektor

počet dovolených hodnot k = počet elementárních buněk v krystalu

volné elektrony:
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Brillouinovy zóny Pásové struktury

platí: - E(k) = E(- k)

- pro každé k v rámci jednoho pásu je jedna hodnota E

- E(k) je periodickou funkcí k, stačí prezentovat v intervalu

(-/a ; /a) - první Brillouinova zóna v jednom rozměru

první Brillouinova zóna – Wignerova-Seitzova buňka v reciproké mříži
Wignerova-Seitzova buňka je primitivní a má vždy stejnou symetrii jako mříž

(primitivní krystalografická buňka může mít nižší symetrii než mříž)

konstrukce: roviny kolmé k b1, b2, b3 vedené v bodech ± b1,  ± b2,  ± b3
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Brillouinovy zóny Pásové struktury
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Brillouinovy zóny Pásové struktury

bcc
• bcc v přímém prostoru

odpovídá fcc v

reciprokém prostoru

• rombický dodekaedr

 XM

R

sc

simple

cubic

fcc
• fcc v přímém prostoru

odpovídá bcc v

reciprokém prostoru

• komolý oktaedr
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Brillouinovy zóny Pásové struktury

Brillouinovy zóny vyššího řádu:
• mají stejný objem jako 1. Brillouinova zóna.
• mají stejnou symetrii jako 1. Brillouinova zóna.
• posunem o mřížový reciproký vektor se přesunou do 1. Brillouinovy zóny.

1. Brillouinova zóna

2. Brillouinova zóna

3. Brillouinova zóna



Brillouinovy zóny Pásové struktury

Triclinic 1/2 Trigonal 1/6

Monoclinic 2/m 1/4 1/12

Orthorhombic mmm 1/8 Hexagonal 6/m 1/12

Tetragonal 4/m 1/8 6/mmm 1/24

4/mmm 1/16 Cubic 1/24

1/48

1 3

3m

3m m



Brillouinovy zóny Pásové struktury

=000 X=100 Y=010 Z=001 

S=110 T=011 U=101 R=111
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Schrödingerova rovnice Pásové struktury

Schrödingerova rovnice

Vodíkový atom:
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l: vedlejší kvantové číslo

určuje orbitální moment hybnosti  

  l = 0 ... n-1
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Téměř volné elektrony | Těsná vazba Pásové struktury

Téměř volné elektrony:

Kinetická energie převažuje nad potenciální

Báze = rovinné vlny

kovová vazba, elektronový plyn

 ]exp[)( =
k

k xkicx


Těsná vazba:

Potenciální energie převažuje nad kinetickou

Báze = atomové orbitaly

Kovalentní a iontová vazba

: přesná vlnová funkce

: přibližná vlnová funkce vyjádřená v bázi 

=  pro N → 

: např. atomové orbitaly, rovinné vlny, ...

= EĤ

=
N

i

iic= EĤ
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Rovinná vlna

Rovinná vlna: 

• konstantní frekvence

• šíří se jako nekonečné rovnoběžné roviny

 kolmé k vektoru pohybu.

Φ( Ԧ𝑟) = ෍

𝑛

𝑐𝑛 exp[ 𝑖𝑘 Ԧ𝑟] 


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Sekulární rovnice Pásové struktury
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EΦΦĤ    

:funkce Vlastní

v1v    A

osyvektor  - Symetrie

:maticevektory  vlastní -Obecně

=

=









===

=

=

=



















1    1  1

1

1

1

       

          

22

2

2

1

2

2

2

2

1

21

22221

11211

2

1

21

inii

nj

j

j

nnnn

n

n

n

n

ccc

c

c

c

ccc

ccc

ccc

E

E

E













 



15

Sekulární rovnice Pásové struktury
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Nalezení vlastních čísel a vektorů Pásové struktury
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Variační metoda – sekulární rovnice Pásové struktury

Soustava rovnic pro i = 1, 2, ..., N
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vlastních čísel Ei (energie)

pro každé Ei, dostaneme N 
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vyřešením soustavy rovnic.

Ei: energie funkce i = j cij i
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Soustava rovnic má řešení, pokud je determinant matice Hij – ESij = 0:
Závisí-li potenciál na funkcích i, 

tzn. na hledaných koeficientech cij, 

musí se sekulární rovnice řešit 

iteračně, tzv. metodou SCF 

(self-consistent field)

=


 dHH ijij
ˆ*

=


 dS ijij

*

Hij: výměnný (rezonanční) integrál 

Hii (i=j): ”on-site” energie jednotlivých bázových stavů.

Sij: překryvový integrál. Sii (i=j) = 1, Sij (ij) → 0. 
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Variační metoda Pásové struktury

: přesná vlnová funkce

: přibližná vlnová funkce vyjádřená v bázi 

=  pro N → 

: např. atomové orbitaly, rovinné vlny, ...

= EĤ

=
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SccEHcc
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Hcc
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dcHc

d

dH
E

dEdHEHEH

    

        









 











=


 dHH ijij
ˆ*

=


 dS ijij

*

Hij: výměnný (rezonanční) integrál 

Hii (i=j): ”on-site” energie jednotlivých bázových stavů.

Sij: překryvový integrál. Sii (i=j) = 1

= EĤ
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Téměř volné elektrony Pásové struktury




+++==  ]exp[V]exp[VV ]exp[V)( 4
2

2
10 xixixGixV

aa

G

G
 jG

a


2=

Skutečný potenciál:

v okolí jádra je obrovská přitažlivá síla

Zajímá-li nás potenciál, ve kterém se 

pohybují elektrony (především valenční), 

můžeme okolí jádra zanedbat.

Funkce:  ]exp[)()( =+=
k

k xkicLaxx


lk
La


2=

Potenciál se opakuje po periodě a, funkce se opakuje po periodě La.

V reciprokém prostoru je 1.Brillouinova zóna 2/a, funkce se počítá po 2/La.

:j


mřížové vektory. Pro 1D j = 0, 1, 2, ...

a


La
2

a

aL

a

La
2

La
2

:*

GG VV −= Potenciál je reálný

Pro 1D l = 0, 1, 2, ..., L/2

a
− 0a
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Téměř volné elektrony Pásové struktury

Master equation: soustava L rovnic, formulace 

sekulární rovnice pro bázi rovinných vln.

různá řešení ck v rámci 1. Brillouinovy zóny

-G/2  k  G/2  (- /a  l(2/La) /a)

 ]exp[)( =
k

k xkicx


=+− EV
m

ˆ
2

2

 ]exp[V)( =
G

G xGixV


 =+ +

k

xki

k

k G

xGki

Gk

k

xki

km
k ecEeVcec


 )(

2

22

       , kkeVcGkk
k G

xki

GGk

 

→+=  −

( ) 0  
2

22

=







+−  −

xki

k G

GGkkkm
k eVccE




( )    0    
2

22

=+−  −

G

GGkkkm
k VccE

Aby byla tato suma =0, musí být každý 

člen v [] =0.

Vlnovou funkci a potenciál

dosadíme do 

Schrödingerovy rovnice
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Téměř volné elektrony Pásové struktury

master equation – tvoří soustavu L rovnic: různá řešení ck

v rámci 1. Brillouinovy zóny - /a  k  /a
( ) 0 

2

22

=+−  −

G

GGkkkm
k VccE

 −+=
G

GG GxGxxV )sin(B)cos(AV)( 0

)(

)(

)(

12

11

21

okGk

okk

okGk

VEVV

VVEV

VVVE

−−

−−

−−

+−−

−

−







m
k

k 2

22=

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

GGGGGGGG iBAViBAVVV −=+== −−     ,    :*

0 pro 0    ,00 → GVV G

E

k

a


a
− a



a
− 

k
a

 

 

e
 (
k
a
)



m

k

m

mv
E

222

2222 
===

p
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k, šířka pásu, zakázané pásy Pásové struktury

k - kvantové číslo

vlnový vektor

počet dovolených hodnot k = počet elementárních buněk v krystalu

volné elektrony:

šířka pásu: dána překryvem interagujících orbitalů (jako u MO)



2
=k k

h
m ===


vp

m

k

m

mv
E

222

2222 
===

p

-/a /a

 

 

e
(k
a
)

k
a

k
a

 
 

e
 (
k
a
)

 /a-/a-2/a 2/a

 

 

e
(k
a
)
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Hustota stavů Pásové struktury

DOS(E), g(E) - počet dovolených energetických hladin na jednotkový

energetický interval

platí: g(E)*dE = počet hladin v intervalu (E ; E+dE)

jeden rozměr: obecně:

numericky: 

( )
1

2
2

−













=

k

Ea
Eg



0

 

 E

DOS(E)
0.0


s

s

-/a /a

 

 

e
(k
a
)

k
a

( )  
=

n
S

knk

k

BZ
k E

dS

V
Eg

,

2

( ) 











−
−


=

n k

EE kn

eEg

2

,

2

2


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Hustota stavů Pásové struktury

R MX N(e)

 

 

e
 (

k
a
)

  

 

 MX N(e)

 

 

e
 (

k
a
)

  

 

 

2-D 3-D

 XM

R

sc
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M


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Fermiho hladina Pásové struktury

Fermiho hladina (mez) - nejvyšší zaplněná hladina při T=0 K

T>0: platí Fermi-Diracova statistika:

zaplněné stavy DOS(E)*f(E)
𝑓 𝐸 =

1

exp (𝐸 − 𝐸𝐹)/𝑘𝐵𝑇 + 1

Fermiho plocha - množina k v k-prostoru, pro kterou platí  E(k) = EF

ChemPot.exe

../../DOCUME~1/knizek/LOCALS~1/Temp/_tc/David_prednasky/ChemPot/ChemPot.exe
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MO-LCAO = Molekulové orbitaly – lineární kombinace atomových orbitalů Pásové struktury

i: molekulový orbital, : atomový orbital

=
N

ii c


 

BA   

SSRRRRS

HRHRRHRH

HRHRH

BAAABBBBAAAB

BAAABBBBAAAB

BBAAAAAA

BA

====

====

===

=







***

****

*

)()()()(

)(ˆ)()(ˆ)(

)(ˆ)(

    ,


















−−

−−
=









−−

−−

EES

ESE

EHESH

ESHEH

BBBABA

ABABAA




**

 

buňka obsahující 

2 identické orbitaly 


=

=−
N

i

ijijj ESHc
1

0][
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MO-LCAO = Molekulové orbitaly – lineární kombinace atomových orbitalů Pásové struktury

( )
( ) ( ) 0det  

22

* =−−−=








−−

−−
ESE

EES

ESE






2112   0   ,
1

 EEβ
S

E 



=



 =  : coulombická energie (energie AO)

 (<0) = t : výměnná energie (míra vazebné energie)

S (0-1) : překryvový integrál

( )
212  −−=

2

1   , E

( )0  ,0

       2211

==

==

S

EE





( )ESE −=− 

)()(

)(ˆ)(

)(ˆ)(

*

*

*

BBAA

BBAA

AAAA

RRS

RHR

RHR













=

=

=

( )1  ,0

 21



=

S



( ) 
2121212 00 ccc cc :   cE −=→=+→=+−− 

( ) 
2121211 00 ccc cc :   cE =→=−→=++− 

( )
211  ++=

2

1   ,E 

12

2

2

1 =+ cc

( )( ) 0
0

0
det  21

2

1
=−−=









−

−
EE

E

E





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Pásová struktura – Blochovy orbitaly Pásové struktury

BO : Blochův orbital, : atomový orbital

)exp()(),( 1 iknanarkr
N

n
NBO −=  

n=0                n=1          n=2                        N

BO = (r) + (r-a)eika + (r-2a)eik2a + ... + (r-na)eikNa

k=0   ()

e0 = 1

0 1 2 3-2-3 -1

a

k=/a (X)

ein = (-1)n = 1,-1,...

0 1 2 3-2-3 -1

a

0

E(1-2)

E(1+2)

X

E()

/a


 

 

ka

...

k=/2a

cos(n/2) = 1,0,-1,0, ... sin(n/2) = 0,1,0,-1, ...

A A A A

)sin()cos()exp( knaiknaikna +=
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Symetrie orbitalů Pásové struktury

0.0

s

s

-/a /a

 

 

e
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e
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0 1 2 3-2-3 -1
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xa

0 1 2 3-2-3 -1

a

x

0 1 2 3-2-3 -1

a

x

0 1 2 3-2-3 -1

a

xa
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Symetrie orbitalů Pásové struktury



X
0.0

p

dxy

-/a /a
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

X
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s

s
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e
(k
a
)
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py

x

0cos2 −  ak x

0cos2 +  ak x
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Vznik pásu – orbitaly py
Pásové struktury
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Vznik pásu – orbitaly py
Pásové struktury

Znázorněn i relativní příspěvek orbitalů 

k jednotlivým energetickým hladinám
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Vznik pásu – orbitaly px
Pásové struktury

Znázorněn i relativní příspěvek orbitalů 

k jednotlivým energetickým hladinám
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Šířka pásu Pásové struktury

z

Šířka pásu W

Wp > Ws

p orbitaly dosáhnou blíž k sobě, větší překryv

Wz > Wx,Wy

-vazba > -vazba

valenční > vnitřní

Delokalizace orbitalů:

W(5d) > W(4d) > W(3d)

Blízkost energií orbitalů

W(Co-O) > W(Ti-O)  
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Metoda těsné vazby (CO-LCBO) Pásové struktury

akeekH x

aikaik xx cos2)(  +=++=
−



)coscos(cos2

)(

akakak

eeeeeekH

zyx

aikaikaikaikaikaik zzyyxx

+++=

=++++++=
−−−






Uvažujeme jen interakce s nejbližšími sousedy:  (E~, t~,S<<1) 

jen výměnný integrál  s nejbližším sousedem

(0,0)

(a,0)

(−a,0)

(0,a)(0,−a)

x

y

ak xcos2 +

aa


                                                                          −








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Aproximace těsné vazby - odvození Pásové struktury

)cos(2)sin()cos()sin()cos(]exp[]exp[

)()(  ;)(ˆ)(:1

  ;)(ˆ)(:

kakaikakaikaikaika

arrSarHrnn

rHrnn
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
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0
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akED

kaE
kS

kH
E

kaSkSkakH
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x
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+++=

+=

+=⎯⎯ →⎯=

+=+=

→









    )(ˆ)(])(exp[)(ˆ)()(  
1 1


= =

−−−+=
n n

jijiij anrHnarannikrHrkH 

    )()(])(exp[)()(  )(  
1 1


= =

−−−+=
n n

jijiij anrnarannikrrkS 

Omezení na nejbližší sousedy: n’ = n, n  1
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Aproximace těsné vazby - odvození Pásové struktury
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Metoda těsné vazby (CO-LCBO) Pásové struktury

Blochovy orbitaly:        - báze

(BO)

 −=
n

nnjNj i )exp()(),( 1 kRRrrk 

Krystalové orbitaly:

(CO)

               cij(k) , Ei (k) = ?

),()(),( rkkrk j

j

iji c  =

)()()(ˆ kkk iii EH  =

0)()()( =− kkk jlijl SEH     0)()()()( =− kkkk jijlijl cSEH

)()()()(ˆ)()( kkkkkk ljjlljjl SHH  ==

ljjlljjljjj HtHE  === ˆˆ
parametry:

maticové 

elementy:

=


 dH lj
ˆ*

=


 dlj

*
lj H  ˆ

lj 
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Lineární krystal s dvouatomovou bází Pásové struktury

 = 1 = 2 , t = t1 = t2 
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Lineární krystal s dvouatomovou bází Pásové struktury

 = 1 = 2 , t = t1 = t2 
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Lineární krystal s dvouatomovou bází – obecné vztahy Pásové struktury
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Lineární krystal s dvouatomovou bází – obecné vztahy Pásové struktury

0 1 2-2 -1

a

x

0 1-1

a

x

0 1-1

a

x

t1

t2

 = c1 1 + c2 2 
CO ? E, c1 , c2 

E(k)=

BO
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Lineární krystal s dvouatomovou bází Pásové struktury

 = 1 = 2 ,    t1 < t2 < 0

w = 2t2  eg = 2(t2–t1) 

1 < 2 ,    t = t1 = t2 < 0

w = 2t  
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Pásová struktura – rychlost a efektivní hmota elektronu Pásové struktury

𝐸 =
𝑚𝑣2

2

𝑝 = 𝑚𝑣 = ℏ𝑘

𝐸 =
𝑝2

2𝑚
=

ℏ2𝑘2

2𝑚

𝜕𝐸

𝜕𝑘
=

ℏ2𝑘

𝑚

𝜕2𝐸

𝜕𝑘2
=

ℏ2

𝑚

𝑣 =
1

ℏ

𝜕𝐸

𝜕𝑘

1

𝑚
=

1

ℏ2

𝜕2𝐸

𝜕𝑘2

𝐷𝑂𝑆−1 =
𝜕𝐸

𝜕𝑘
= ℏ𝑣
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KM – základní vztahy

lineární operátor

komutující operátory

fOccfOfOfOffO ˆˆ   ;ˆˆ)(ˆ 2121 ++=+

  0ˆˆˆˆˆ,ˆ =−= ABBABA

  0ˆ,ˆ2 =xLL   ipx x =ˆ,ˆ  zyx LiLL ˆˆ,ˆ =

 =


 dHdH *

1

*

22

*

1
ˆˆ

 =


dSij

*

H je Hermitovský operátor

K*: komplexně sdružená

Hermitovská matice

unitární matice

ortogonální matice

Sii = 1: normované funkce

Sij = 0: ortogonální funkce

Sij = ij : ortonormální funkce
xx ip


−= ˆ

jijiijij

HT ibaibaKKK −=+==    ;*

1   tj.,1 −=== KKKKKK HHH

1   tj.,1 −=== KKKKKK TTT

ijijijij ibaKibaK −=+= *   ;

tFvmp

maF

vplFE







==

=

==
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