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V Praze dne 20. dubna 2000 Jindřich Kolorenč
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3.1.2 Započteńı nečistot (CPA) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.2 Vodivost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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4.4.1 Proudová hustota . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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Úvod

Teoretický popis Hallova jevu ve vodič́ıch makroskopických rozměr̊u vycháźı z vý-
počtu složek tenzoru vodivosti v elektrickém poli, zahrnuj́ıćım i pole Hallovo.
Uvnitř vzorku je možno zanedbat okrajové efekty a Hallovo pole považovat za
homogenńı. Měrný odpor ve směru kolmém na magnetické pole je potom dán
inverźı tenzoru vodivosti

ρxx =
σyy

σxxσyy − σ2
xy

.

Ve vrstevnatých polovodičových nanostrukturách hranice vzorku jistě přehĺıžet
nelze. Je třeba použ́ıt jiný zp̊usob výpočtu, který je paradoxně bĺıže samotnému
principu vzniku Hallova jevu, nebot’ Hallovo pole urč́ıme př́ımo z přerozděleńı
náboje v systému. Je zřejmé, že tato procedura neńı možná zcela v rámci jedno-
duché jednoelektronové teorie.

Výklad provedeme na modelovém systému tvořeném dvěma tunelově váza-
nými dvourozměrnými plyny. Přitom se omeźıme pouze na studium vlivu mag-
netického pole ~B, orientovaného rovnoběžně s dvojvrstvou. Aplikujeme-li dále
vněǰśı elektrické pole ~E ⊥ ~B (viz obrázek na následuj́ıćı straně), źıskaj́ı elek-
trony rychlost v naznačeném směru a začne na ně p̊usobit Lorentzova śıla. Dı́ky
ńı budou preferovat pravou vrstvu na úkor levé, č́ımž se změńı Hartreeho člen
v hamiltoniánu a vznikne vnitřńı Hallovo pole. Pro zjǐstěńı proudu tekoućıho
vzorkem je třeba seč́ıst lineárńı odezvu jak na vněǰśı, tak na sekundárně vzniklé
vnitřńı elektrické pole. Velikost Hallova pole je nutno určit selfkonzistentńım pos-
tupem, protože samo sebe zmenšuje zpětným přerozděleńım elektron̊u v d̊usledku
jejich vzájemného odpuzováńı. Uvedený př́ıstup přesně odpov́ıdá aproximaci ná-
hodných fáźı (RPA), jak je zřejmé např́ıklad z rozboru v [1].

Než však dospějeme k aplikaci právě uvedeného postupu ve čtvrté kapitole,
muśıme udělat několik př́ıpravných krok̊u. V prvńı kapitole vcelku standardńı
procedurou odvod́ıme známou Kubovu formuli pro diagonálńı složky tenzoru vo-
divosti (1.26). Analogicky dospějeme k daľśım vzorc̊um lineárńı odezvy nutným
pro započ́ıtáńı př́ıčných efekt̊u.

Druhá kapitola je věnována zahrnut́ı elastického rozptylu na nečistotách. Je
popsána aproximace koherentńıho potenciálu (CPA) a následně jej́ı limita směrem
ke slabému rozptylu. Zcela stranou ponecháváme problém lokalizace [2], který
je v současné době v popřed́ı zájmu studia dvourozměrných systémů. Jednoduše
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Elektronová dvojvrstva s vyznačeńım směru aplikovaných poĺı a výsledek p̊usobeńı
Lorentzovy śıly na pohyb elektronu.

uvažujeme, že se pohybujeme v dostatečně vysokých elektronových koncentraćıch,
při nichž vzorky vykazuj́ı kovupodobné chováńı [3].

Ve třet́ı části rozebereme vodivost kvantové dvojjámy v nulovém magnetic-
kém poli. Přitom pochoṕıme některé aspekty kvantového transportu ve dvou
koherentně propojených kanálech a ujasńıme, co znamenaj́ı použité aproximace
rozptylových proces̊u. Mimo jiné zjist́ıme, za jakých okolnost́ı lze použ́ıt limitu
slabého rozptylu, jej́ıž relativńı jednoduchost je kĺıčová při výpočtech v posledńı
kapitole.
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Kapitola 1

Dvoukanálový transport

1.1 Jednoelektronová Kubova formule

Pro odvozeńı Kubovy formule ([4], [5]) využijeme faktu, že se jednoelektronová
matice hustoty f̂ , v př́ıpadě absence mezičásticové interakce, chová zcela analo-
gicky jako mnohočásticová ρ̂Fock (dodatek A).

Je-li Ĥ na čase nezávislý hamiltonián a Ĥ ′(t) jeho časově závislá porucha,
máme pro vývoj matice hustoty (A.8)

df̂(t)

dt
+

1

i
�

[

f̂(t), Ĥ + Ĥ ′(t)
]

+
f̂(t) − f̂FD(Ĥ)

τ
= 0. (1.1)

Třet́ı člen zajǐst’uje relaxaci do rovnovážného stavu (podle [6]). Rovnici (1.1)
převedeme do integrálńıho tvaru vhodného pro iterativńı řešeńı. Označ́ıme ε =
1/τ .

d

dt

(

eεte
i� Ĥtf̂(t)e−

i� Ĥt
)

= εeεte
i� Ĥtf̂(t)e−

i� Ĥt + eεte
i� Ĥt

(

df̂(t)

dt
+

1

i
�

[

f̂(t), Ĥ
]
)

e−
i� Ĥt (1.2)

Do druhého členu na pravé straně dosad́ıme podle (1.1)

d

dt

(

eεte
i� Ĥtf̂(t)e−

i� Ĥt
)

= εeεtfFD(Ĥ) − 1

i
� eεte

i� Ĥt
[

f̂(t), Ĥ ′(t)
]

e−
i� Ĥt (1.3)

a po přeintegrováńı źıskaného vztahu s podmı́nkou f̂(t0) = fFD(Ĥ) již máme
hledanou integrálńı rovnici pro časový vývoj matice hustoty

f̂(t) = fFD(Ĥ)
[

1 − eε(t0−t)
]

− 1

i
�

∫ t

t0

dt′eε(t′−t)e
i� Ĥ(t′−t)

[

f̂(t′), Ĥ ′(t′)
]

e−
i� Ĥ(t′−t). (1.4)
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Ihned vid́ıme, že v rozvoji f̂(t) podle mocnin Ĥ ′(t) má lineárńı člen, po volbě
t0 = −∞ a substituci v integračńı proměnné, tvar

δf̂(t) = − 1

i
�

∫ 0

−∞

dt′eεt′e
i� Ĥt′

[

fFD(Ĥ), Ĥ ′(t + t′)
]

e−
i� Ĥt′ . (1.5)

V daľśım budeme předpokládat poruchu Ĥ ′(t) = −ÂF (t), kde Â je na čase
nezávislý operátor. Je-li rovnovážná středńı hodnota operátoru B̂ rovna nule,
pak v lineárńım přibĺıžeńı (1.5) dostáváme Kubovu formuli [4]

δB(t) = Tr
(

B̂δf̂(t)
)

=
1

i
�

∫ 0

−∞

dt′eεt′ Tr
(

fFD(Ĥ)
[

ÂI(t′), B̂
])

F (t + t′), (1.6)

přičemž jsme při úpravě využili cykličnosti stopy a označili operátor v interakčńı
reprezentaci vzhledem k hamiltoniánu Ĥ prostřednictv́ım

ÂI(t) = e
i� ĤtÂe−

i� Ĥt. (1.7)

Ke vzorci (1.6) lze dospět i jinou cestou ([4]). Adiabatické zaṕınáńı poruchy auto-
maticky poskytne konvergenčńı faktor eεt′ , a je tedy možné vynechat

”
relaxačńı“

člen v (1.1).

1.2 Popis fyzikálńıho systému

O studovaném vzorku budeme předpokládat, že je alespoň v jednom směru,
řekněme ve směru osy x, homogenńı a otevřený, a umožňuje tedy transport.
Hilbert̊uv prostor H jeho jednoelektronových stav̊u rozděĺıme na dvě disjunktńı
části H = HL ⊕HR, přičemž projektory na jednotlivé podprostory označ́ıme P̂L

a P̂R. Zmı́něný rozklad může být motivován rozlǐsitelnost́ı odpov́ıdaj́ıćıch stav̊u
v prostoru (odtud i volba index̊u — levý a pravý kanál) nebo v energii (pásy).

V aproximaci efektivńı hmotnosti bude mı́t jednoelektronový hamiltonián
tvar1

Ĥ =

(

~̂p + e ~AB(~r)
)2

2m∗
+ V (~r) (1.8)

1.3 Odezva na elektrické pole ve směru osy x

Nejprve odvod́ıme odezvu na homogenńı elektrické pole, jehož jediná nenulová
složka mı́̌ŕı ve směru osy x. Použijeme kalibraci ϕ = 0 a

AEx(t) = − 1

iω
Exe

iωt ⇒ Ex(t) = Exe
iωt. (1.9)

1Náboj elektronu označujeme −e, e > 0.
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Obrázek 1.1: Schematický nákres studovaného vzorku

Dı́ky tomu, že AEx(t) nezáviśı na poloze, a komutuje tedy s hybnost́ı, indukuje
toto elektrického pole dodatečný člen k hamiltoniánu (1.8)2

Ĥ ′(t) = − e

iω

p̂x + eABx(~r)

m∗
Exe

iωt = − e

iω
v̂xExe

iωt. (1.10)

Po dosazeńı této poruchy do Kubovy formule (1.6) dostaneme výraz

δB(t) = − e
�
ω

Exe
iωt

∫ 0

−∞

dt′e(iω+ε)t′ Tr
(

fFD(Ĥ)
[

v̂I
x(t

′), B̂
])

, (1.11)

který rozděĺıme na dvě části. O druhé později ukážeme, že kompenzuje tzv. kali-
bračńı proud (gauge current).

δB(t) = −eExe
iωt

∫ 0

−∞

dt′eεt′ e
iωt′ − 1

�
ω

Tr
(

fFD(Ĥ)
[

v̂I
x(t

′), B̂
])

− e
�
ω

Exe
iωt

∫ 0

−∞

dt′eεt′ Tr
(

fFD(Ĥ)
[

v̂I
x(t

′), B̂
])

(1.12)

Dále uprav́ıme integrál ve druhém členu na pravé straně. Přitom využijeme toho,
že operátory v̂x a B̂ nezávisej́ı explicitně na čase. V tom př́ıpadě

v̂I
x(t) =

dx̂I(t)

dt
(1.13)

2Zaj́ımaj́ı nás pouze efekty lineárńı v Ex.
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a nab́ıźı se integrovat per-partes

∫ 0

−∞

dt′eεt′ Tr
(

fFD(Ĥ)
[

v̂I
x(t

′), B̂
])

= Tr
(

fFD(Ĥ)
[

x̂I(0), B̂
])

−
∫ 0

−∞

dt′εeεt′ Tr
(

fFD(Ĥ)
[

x̂I(t′), B̂
])

. (1.14)

Protože integrál napravo vymiźı (dodatek B), má Kubova formule tvar

δB(t) = − e
�
ω

Exe
iωt Tr

(

fFD(Ĥ)
[

x̂, B̂
])

− eExe
iωt

∫ 0

−∞

dt′eεt′ e
iωt′ − 1

�
ω

Tr
(

fFD(Ĥ)
[

v̂I
x(t

′), B̂
])

. (1.15)

V daľśım kroku provedeme časovou integraci analogicky jako v dodatku B s vý-
sledkem

∫ 0

−∞

dt′e(iω+ε)t′ Tr
(

fFD(Ĥ)
[

v̂I
x(t

′), B̂
])

=

∫

dE

∫

dE ′ i
�

E ′ − E − �
ω + i

�
ε

×
[

fFD(E) − fFD(E ′)
]

Tr
[

δ(E − Ĥ)v̂xδ(E
′ − Ĥ)B̂

]

= −i
�
∫

dEfFD(E)

× Tr
{

δ(E − Ĥ)
[

v̂xĜ
−(E +

�
ω)B̂ + B̂Ĝ+(E − �

ω)v̂x

]}

, (1.16)

kde jsme zavedli Greenovy funkce

Ĝ+(E) =
1

E − Ĥ + iε̃
, Ĝ−(E) =

1

E − Ĥ − iε̃
. (1.17)

Pro změnu středńı hodnoty operátoru B̂ nakonec dostáváme vzorec

δB(t) = − i
�
eExe

iωt

∫

dEfFD(E)

× Tr

{

δ(E − Ĥ)

[

B̂
Ĝ+(E) − Ĝ+(E − �

ω)
�
ω

v̂x

− v̂x

Ĝ−(E +
�
ω) − Ĝ−(E)

�
ω

B̂

]}

− e
�
ω

Exe
iωt Tr

(

fFD(Ĥ)
[

x̂, B̂
])

, (1.18)
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jehož limita ω → 0 popisuje odezvu na statické elektrické pole

δB(t) = − i
�
eEx

∫

dEfFD(E)

× Tr

{

δ(E − Ĥ)

[

B̂
dĜ+(E)

dE
v̂x − v̂x

dĜ−(E)

dE
B̂

]}

− lim
ω→0

e
�
ω

Exe
iωt Tr

(

fFD(Ĥ)
[

x̂, B̂
])

. (1.19)

1.3.1 Proudová odezva

K źıskáńı proudové odezvy ve směru osy x nyńı stač́ı za operátor B̂ vźıt operátor
odpov́ıdaj́ıćı proudové hustoty, který má v použité kalibraci elektrického pole tvar

̂x = − e

V
v̂x +

e2

iV m∗ω
Exe

iωt. (1.20)

Druhý člen dá př́ıspěvek lineárńı v Ex už při středováńı s rovnovážnou matićı
hustoty fFD(Ĥ)

jgauge
x =

e2

iV m∗ω
Exe

iωt Tr
(

fFD(Ĥ)
)

, (1.21)

do Kubovy formule (1.19) je pak nutno dosadit už jen člen prvńı. Potenciálně
divergentńı část výrazu řádu 1/ω je

e2

V
�
ω

Exe
iωt Tr

(

fFD(Ĥ) [x̂, v̂x]
)

=
e2

V m∗
�
ω

Exe
iωt Tr

(

fFD(Ĥ) [x̂, p̂x]
)

= −jgauge
x ,

(1.22)
takže právě odečte (1.21). Pro proudovou hustotu v př́ıtomnosti statického elek-
trického pole potom dostáváme

jx(t) =
i

�
e2

V
Ex

∫

dEfFD(E) Tr

{

δ(E − Ĥ)v̂x

[

dĜ+(E)

dE
− dĜ−(E)

dE

]

v̂x

}

.

(1.23)
Tento výraz můžeme dále zjednodušit použit́ım vztahu

δ(E − Ĥ) =
1

2πi

[

Ĝ−(E) − Ĝ+(E)
]

(1.24)

a následnou integraćı per-partes na finálńı tvar

jx(t) =
π

�
e2

V
Ex

∫

dE

[

−dfFD(E)

dE

]

Tr
[

δ(E − Ĥ)v̂xδ(E − Ĥ)v̂x

]

, (1.25)

který při teplotě T = 0 K přejde na

jx(t) =
π

�
e2

V
Ex Tr

[

δ(EF − Ĥ)v̂xδ(EF − Ĥ)v̂x

]

. (1.26)
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1.3.2 Změna obsazeńı kanál̊u

Pro zjǐstěńı, jakou nábojovou změnu v pravém kanálu zp̊usob́ı aplikace elek-
trického pole Ex, dosad́ıme do (1.19) B̂ = −eP̂R. Dı́ky komutačńı relaci

[
x̂, P̂R

]
=

0 máme

δQR(t) = i
�
e2Ex

∫

dEfFD(E)

× Tr

{

δ(E − Ĥ)

[

P̂R

dĜ+(E)

dE
v̂x − v̂x

dĜ−(E)

dE
P̂R

]}

. (1.27)

Ačkoli je toto velmi kompaktńı výraz pro δQR(t), pro pozděǰśı použit́ı bude
výhodněǰśı poněkud jiný tvar. δ-funkci rozeṕı̌seme podle (1.24)

δQR(t) =

�
e2

2π
Ex

∫

dEfFD(E) Tr

{

d

dE

[

Ĝ+(E)v̂xĜ
−(E)

]

P̂R

−
[

Ĝ−(E)v̂x

dĜ−(E)

dE
+

dĜ+(E)

dE
v̂xĜ

+(E)

]

P̂R

}

(1.28)

a všimneme si, že v d̊usledku očividné identity (Ĝ+)† = Ĝ− plat́ı rovnost

Tr

{

dĜ+(E)

dE
v̂xĜ

+P̂R

}

= Tr

{

Ĝ−v̂x

dĜ−(E)

dE
P̂R

}

. (1.29)

V tom př́ıpadě je dále

Tr

{[

Ĝ−(E)v̂x

dĜ−(E)

dE
+

dĜ+(E)

dE
v̂xĜ

+(E)

]

P̂R

}

= 2 ReTr

{

dĜ+(E)

dE
v̂xĜ

+P̂R

}

= 2 ReTr

{
d

dE

[

Ĝ+(E)v̂xĜ
+(E ′)

]
∣
∣
∣
∣
E=E′

P̂R

}

, (1.30)

č́ımž nahrad́ıme posledńı dva členy v (1.28). Po provedeńı per-partes ve členu

prvńım dostaneme δQR(t) = δQ
(1)
R (t) + δQ

(2)
R (t), kde

δQ
(1)
R (t) =

�
e2

2π
Ex

∫

dE

[

−dfFD(E)

dE

]

Tr
[

Ĝ+(E)v̂xĜ
−(E)P̂R

]

, (1.31)

δQ
(2)
R (t) =

�
e2

π
Ex

∫

dEfFD(E) ReTr

{
d

dE

[

Ĝ+(E)v̂xĜ
+(E ′)

]
∣
∣
∣
∣
E=E′

P̂R

}

.

(1.32)
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Za nulové absolutńı teploty lze explicitně provést integraci v (1.31) s výsledkem

δQ
(1)
R (t) =

�
e2

2π
Ex Tr

[

Ĝ+(EF)v̂xĜ
−(EF)P̂R

]

. (1.33)

Pro d̊ukaz identit spojených se zachováńım náboje je výhodněǰśı dosadit B̂ =
−eP̂R již do (1.11), č́ımž źıskáme

δQR(t) =
e2

�
ω

Exe
iωt

∫ 0

−∞

dt′e(iω+ε)t′ Tr
(

fFD(Ĥ)
[

v̂I
x(t

′), P̂R

])

. (1.34)

Př́ımým d̊usledkem vztahu P̂R = 1 − P̂L pak je očekávaná rovnost

δQR(t) = −δQL(t). (1.35)

1.3.3 Př́ıčný proud a rovnice kontinuity

Zavedeme zobecněnou souřadnici Ẑ = −P̂L + P̂R a př́ıslušnou rychlost v̂Z =
[
Ẑ, Ĥ

]
/i

�
. Celkový proud ve směru Z, vyvolaný polem Ex, źıskáme dosazeńım3

ĴZ = −ev̂Z/2 na mı́sto operátoru B̂ ve vztahu (1.11)

JZ(t) =
e2

2
�
ω

Exe
iωt

∫ 0

−∞

dt′e(iω+ε)t′ Tr
(

fFD(Ĥ)
[
v̂I

x(t
′), v̂Z

])

. (1.36)

Dı́ky cykličnosti stopy a nulovosti komutátoru fFD(Ĥ) s hamiltoniánem Ĥ je

JZ(t) =
e2

2
�
ω

Exe
iωt

∫ ∞

0

dt′e−(iω+ε)t′ Tr
(

fFD(Ĥ)
[
v̂x, v̂

I
Z(t′)

])

, (1.37)

a protože v̂x ani v̂Z nezávisej́ı explicitně na čase, můžeme provést integraci per-
partes, vedoućı k výrazu

JZ(t) =
e2

2
�
ω

Exe
iωte−(iω+ε)t′ Tr

(

fFD(Ĥ)
[

v̂x, Ẑ
I(t′)

])
∣
∣
∣
∣

∞

t′=0

+
e2

2
�
ω

Exe
iωt

∫ ∞

0

dt′(ε + iω)e−(iω+ε)t′ Tr
(

fFD(Ĥ)
[

v̂x, Ẑ
I(t′)

])

. (1.38)

Prvńı část nepřisṕıvá, nebot’
[
v̂x, Ẑ

]
= 0, ve zbytku můžeme nav́ıc opustit integrál

násobený ε (viz dodatek B)

JZ(t) = i
e2

2
� Exe

iωt

∫ ∞

0

dt′e−(iω+ε)t′ Tr
(

fFD(Ĥ)
[

v̂x, Ẑ
I(t′)

])

= i
e2

2
� Exe

iωt

∫ 0

−∞

dt′e(iω+ε)t′ Tr
(

fFD(Ĥ)
[

v̂I
x(t

′), Ẑ
])

. (1.39)

3Faktor 1/2 se objevuje proto, že Z-ový rozměr vzorku je 2.
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Odtud už je použit́ım (1.34) a (1.35) vidět, že plat́ı rovnice kontinuity ve tvaru

JZ(t) =
d

dt
δQR(t). (1.40)

Kromě toho je ve statickém př́ıpadě př́ıčný proud nulový, protože v limitě ω → 0
veličina δQR(t) na čase ve skutečnosti nezáviśı.

1.4 Odezva na vnitřńı pole

V této části poṕı̌seme odezvu studovaného systému na vnitřńı pole, reprezento-
vané poruchovým hamiltoniánem

Ĥ ′(t) = −W eiωtP̂R. (1.41)

Nejde tedy o nic jiného než o změnu energetického rozd́ılu mezi kanály. Protože
veškerá odvozeńı jsou zcela analogická jako v předchoźım př́ıpadě elektrického
pole Ex, v mnoha ohledech i jednodušš́ı, omeźıme se pouze na výčet výsledných
vzorc̊u.

δB(t) = −W eiωt

∫

dEfFD(E)

× Tr
{

δ(E − Ĥ)
[

P̂RĜ−(E +
�
ω)B̂ + B̂Ĝ+(E − �

ω)P̂R

]}

(1.42)

Proudová odezva ve směru osy x

jx(t)
∣
∣
∣
ω→0

=
e

V
W

∫

dEfFD(E) Tr
{

δ(E − Ĥ)
[

P̂RĜ−(E)v̂x + v̂xĜ
+(E)P̂R

]}

(1.43)

Změna obsazeńı kanál̊u

δQR(t)
∣
∣
∣
ω→0

= eW

∫

dEfFD(E) Tr
{

δ(E − Ĥ)P̂R

[

Ĝ−(E) + Ĝ+(E)
]

P̂R

}

(1.44)

Identity o zachováńı náboje

δQR(t) = −δQL(t) (1.45)

JZ(t) =
d

dt
δQR(t) (1.46)
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Kapitola 2

Elastický rozptyl na př́ıměśıch

Ačkoli pro popis mnoha vlastnost́ı pevných látek je dokonalý krystal dobrým
modelem, v př́ıpadě transportu tomu tak neńı. Ideálně periodické prostřed́ı vy-
kazuje nekonečnou vodivost, protože v něm neńı př́ıtomen žádný mechanismus,
který by p̊usobil proti aplikovanému poli. Naproti tomu v reálné pevné látce
jak nečistoty, tak termálńı kmity mř́ıže zp̊usobuj́ı rozpad elektronových stav̊u
s daným kvaziimpulsem (Blochových stav̊u).

V této práci se omeźıme na natolik ńızké teploty, kdy už rozptyl elektron̊u
na fononech nehraje podstatnou roli, a můžeme se tedy omezit pouze na elastic-
ký rozptyl na př́ıměśıch. Použijeme model zcela neuspořádané binárńı slitiny:
V každém mř́ıžovém bodě se s pravděpodobnost́ı x nacháźı atom typu A a
s pravděpodobnost́ı y = 1 − x atom typu B.

Budeme se zabývat systémem složeným ze dvou paralelńıch dvourozměrných
část́ı (obrázek 2.1), který je v rovině x–y homogenńı a izotropńı. Určeńı polohy ve
směru osy z se redukuje pouze na dvě možnosti — levou a pravou. Odpov́ıdaj́ıćı
Hilbert̊uv prostor má tvar direktńıho součinu H = H2D⊗ � 2 , přičemž d́ıky absenci
jakýchkoli spinově závislých proces̊u jsou jednotlivé části v H2D = H2D↑ ⊕H2D↓

zcela nezávislé. Této vlastnosti využijeme a výklad provedeme pouze pro jeden
z těchto podprostor̊u. V H2D↑ máme dvě přirozené báze — Wannierovy stavy
{|n↑〉}, lokalizované v mř́ıžových polohách indexovaných n, a Blochovy stavy
{|~k↑〉}, které jsou naopak delokalizované v celé rovině x–y.1 V prostoru � 2 se
nab́ıźı báze {|i〉}, kde i ∈ {L, R}.

Do našeho modelu zahrneme i možnost, že v jednotlivých jámách jsou r̊uzné
dvojice atomů A a B zastoupené v r̊uzných poměrech. Hamiltonián má tvar

Ĥ = Ĥ0 + Û = Ĥ0 +
∑

ν

Ûν , (2.1)

přičemž ν je multiindex ν = (n, i). Operátor Ĥ0 má symetrii mř́ıže, operátor
Ûν je s pravděpodobnost́ı xi roven operátoru ÛA

ν a s pravděpodobnost́ı yi =
1−xi operátoru ÛB

ν . O ÛA,B
ν budeme dále předpokládat, že jsou krátkodosahové,

přesněji ÛA,B
ν = |ν〉UA,B

i 〈ν|.
1Dále už spinový index pro větš́ı přehlednost vzorc̊u nevypisujeme.
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Obrázek 2.1: Dva paralelńı dvoudimenzionálńı podsystémy

Výsledky makroskopických měřeńı na konkrétńım uspořádáńı atomů A a B
nezávisej́ı, zat́ımco vzorce źıskané v předchoźı kapitole ano. Abychom popsa-
li reálné experimenty, muśıme nakonec přes všechny možné atomové konfigu-
race středovat. V následuj́ıćıch dvou odstavćıch provedeme toto konfiguračńı
středováńı v aproximaci koherentńıho potenciálu (CPA), přičemž pouze jemně
modifikujeme postup uvedený v [7].

2.1 CPA pro jednočásticovou Greenovu funkci

Středovanou Greenovu funkci označ́ıme 〈Ĝ(z)〉,

〈Ĝ(z)〉 =
[

z − Ĥ0 − Σ̂(z)
]−1

, (2.2)

kde selfenergie2 Σ̂ má symetrii mř́ıže jako Ĥ0. Provedeme-li rozklad Ĥ = (Ĥ0 +
Σ̂) + (Û − Σ̂), dostaneme pro úplnou Greenovu funkci vyjádřeńı

Ĝ = 〈Ĝ〉 + 〈Ĝ〉(Û − Σ̂)Ĝ = 〈Ĝ〉 + 〈Ĝ〉T̂ 〈Ĝ〉. (2.3)

Zde zavedená T -matice

T̂ = (Û − Σ̂) + (Û − Σ̂)〈Ĝ〉(Û − Σ̂) + · · ·
= (Û − Σ̂)

[

1 + 〈Ĝ〉T̂
]

=
[

1 + T̂ 〈Ĝ〉
]

(Û − Σ̂) (2.4)

2Proměnnou z budeme ve zbytku tohoto odstavce vynechávat.
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nám umožňuje zapsat podmı́nku pro selfenergii Σ̂, kterou źıskáme středováńım
rovnice (2.3), v kompaktńım tvaru

〈T̂ 〉 = 0. (2.5)

Protože je operátor Σ̂ v rovině x–y periodický, lze ho rozložit na sumu

Σ̂ =
∑

ν

Σ̂ν . (2.6)

Ačkoli tento zápis neznamená žádný předpoklad o lokalizaci Σ̂ν na jediný mř́ıžový
bod, dovoluje zavést atomovou T -matici následuj́ıćım postupem: Na jednu z mř́ı-
žových poloh vrát́ıme skutečný atomový potenciál, tj. uváž́ıme hamiltonián Ĥ ′ =
(Ĥ0 + Σ̂) + (Ûν − Σ̂ν). Odpov́ıdaj́ıćı Greenova funkce je pak dána týmž výrazem
jako (2.3), pouze se záměnou T̂ za

T̂ν =
(

Ûν − Σ̂ν

) [

1 + 〈Ĝ〉T̂ν

]

. (2.7)

Dále odvod́ıme vyjádřeńı celkové T -matice pomoćı atomových T -matic (viz na-
př́ıklad [8]). Za t́ımto účelem provedeme rozklad T̂ =

∑

ν Q̂ν, který znamená
pouze označeńı

Q̂ν =
(

Ûν − Σ̂ν

) [

1 + 〈Ĝ〉T̂
]

=
(

Ûν − Σ̂ν

)
[

1 + 〈Ĝ〉
∑

µ

Q̂µ

]

. (2.8)

Převedeńım Q̂ν na levou stranu a násobeńım př́ıslušnou inverzńı matićı snadno
źıskáváme

Q̂ν =
[

1 −
(

Ûν − Σ̂ν

)

〈Ĝ〉
]−1 (

Ûν − Σ̂ν

)

︸ ︷︷ ︸

T̂ν

[

1 + 〈Ĝ〉
∑

µ6=ν

Q̂µ

]

. (2.9)

Pokud vše shrneme, máme vyjádřeńı

T̂ =
∑

ν

Q̂ν , Q̂ν = T̂ν

[

1 + 〈Ĝ〉
∑

µ6=ν

Q̂µ

]

, (2.10)

přičemž snadno zjist́ıme, že použit́ım jiné části výrazu (2.4) bychom zcela stejným
postupem dostali analogickou dvojici rovnic

T̂ =
∑

ν

Q̂′
ν, Q̂′

ν =

[

1 +
∑

µ6=ν

Q̂′
µ〈Ĝ〉

]

T̂ν . (2.11)

Až do této chv́ıle byly prováděny pouze přesné úpravy, aproximaci směřuj́ıćı
k CPA uvedeme až nyńı.
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• Předpokládáme, že existuje takový rozklad (2.6), kdy je možno zanedbat
statistickou korelaci mezi atomovou T -matićı T̂ν a efektivńı vlnou Q̂µ, pokud
ν 6= µ. Jinými slovy

〈T̂ 〉 =
∑

ν

〈Q̂ν〉, 〈Q̂ν〉 = 〈T̂ν〉
[

1 + 〈Ĝ〉
∑

µ6=ν

〈Q̂µ〉
]

(2.12)

je dobrou aproximaćı pro (2.10).

• Selfkonzistentńı podmı́nka pro Σ̂ν následně je

〈T̂ν〉 = xiT̂
A
ν + yiT̂

B
ν = 0. (2.13)

Jednoduchými úpravami, během nichž se uplatńı vyjádřeńı T̂ν, použité už v (2.9),
a též jemu analogické, vzniklé z jiné části (2.4), lze dospět k soustavě rovnic

Σ̂ν = xiÛ
A
ν + yiÛ

B
ν −

(

ÛA
ν − Σ̂ν

)

〈Ĝ〉
(

ÛB
ν − Σ̂ν

)

. (2.14)

Dále dosad́ıme ÛA,B
ν = |ν〉UA,B

i 〈ν| a budeme předpokládat řešeńı pro efektivńı
médium v obdobném tvaru Σ̂ν = |ν〉Σi〈ν|. T́ım se (2.14) zredukuje na dvě svázané
rovnice pro skalárńı neznámé Σi

Σi = xiU
A
i + yiU

B
i −

(
UA

i − Σi

)
〈ν|〈Ĝ〉|ν〉

(
UB

i − Σi

)
. (2.15)

Zde je podstatné, že d́ıky periodicitě systému v rovině x–y veličina Fi(z) =
〈ν|〈Ĝ(z)〉|ν〉 nezáviśı na celém multiindexu ν, ale pouze na jeho části i.

2.2 CPA pro koeficienty lineárńı odezvy

Pro źıskáńı konfiguračně středovaných veličin, týkaj́ıćıch se nerovnovážných vlast-
nost́ı systému, potřebujeme aproximovat i složitěǰśı výrazy než 〈Ĝ(z)〉. Vrát́ıme-li
se k výsledk̊um prvńı kapitoly, zjist́ıme, že pro lineárńı odezvu na vněǰśı elektrické
pole Ex je podstatný ještě

K̂(z1, z2) =
〈

Ĝ(z1)v̂xĜ(z2)
〉

. (2.16)

Do (2.16) dosad́ıme vyjádřeńı Greenových funkćı pomoćı T -matic (2.3), které
následně rozeṕı̌seme podle (2.10) a (2.11)3

K̂ = 〈Ĝ〉v̂x〈Ĝ〉 + 〈Ĝ〉
〈

T̂ 〈Ĝ〉v̂x〈Ĝ〉T̂
〉

︸ ︷︷ ︸

Γ̂

〈Ĝ〉, (2.17)

3Vypisováńı závislost́ı jednotlivých operátor̊u na z1, z2 budeme, podobně jako v předchoźı
části, pro větš́ı přehlednost výraz̊u vynechávat.
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Γ̂ =
∑

µ,ν

Γ̂µν =
∑

µ,ν

〈

T̂µ

(

1 + 〈Ĝ〉
∑

π 6=µ

Q̂π

)

〈Ĝ〉v̂x〈Ĝ〉
(

1 +
∑

σ 6=ν

Q̂σ〈Ĝ〉
)

T̂ν

〉

.

(2.18)
V daľśım kroku opět předpokládáme zanedbatelnou statistickou korelaci mezi
atomovou T -matićı a efektivńı vlnou, což vede k aproximaci

Γ̂µν =

〈

T̂µ

〈(

1 + 〈Ĝ〉
∑

π 6=µ

Q̂π

)

〈Ĝ〉v̂x〈Ĝ〉
(

1 +
∑

σ 6=ν

Q̂σ〈Ĝ〉
)〉

T̂ν

〉

. (2.19)

Nyńı si všimneme, že operátory T̂µ, T̂ν se v př́ıpadě µ 6= ν středuj́ı nezávisle,

přičemž nav́ıc plat́ı (2.13). Dı́ky tomu Γ̂µν = Γ̂νδµν se zřejmou definićı Γ̂ν. Po
roznásobeńı závorek v (2.19) a opětném použit́ı (2.13) dostaneme pro vrcholovou
korekci vyjádřeńı

Γ̂ν =

〈

T̂ν〈Ĝ〉
(

v̂x +
∑

π 6=ν

Γ̂π

)

〈Ĝ〉T̂ν

〉

. (2.20)

Pokud ještě ve vnitřńıch závorkách přičteme a odečteme Γ̂ν, źıskáme nakonec

Γ̂ν =
〈

T̂νK̂T̂ν

〉

−
〈

T̂ν〈Ĝ〉Γ̂ν〈Ĝ〉T̂ν

〉

. (2.21)

Tato rovnice, společně s (2.17), určuje hledanou aproximaci pro K̂, která je konzis-
tentńı s dř́ıve uvedeným přibĺıžeńım pro 〈Ĝ〉, jak je podrobně rozebráno v [7].

V následuj́ıćım postupu se omeźıme na př́ıpad, kdy ÛA,B
ν = |ν〉UA,B

i 〈ν|.
Př́ımým d̊usledkem tohoto tvaru rozptylového potenciálu je obdobný tvar pro
atomovou T -matici, tj. T̂ν = |ν〉Tν〈ν|.4 Dosad́ıme-li tento výsledek do (2.21),
zjist́ıme, že rovněž Γ̂ν = |ν〉Γν〈ν|. Pro Γν máme rovnici

Γν =
〈

Tν〈ν|K̂|ν〉Tν

〉

−
〈

Tν〈ν|〈Ĝ〉|ν〉Γν〈ν|〈Ĝ〉|ν〉Tν

〉

, (2.22)

jej́ımž řešeńım, po zavedeńı Fi = 〈ν|〈Ĝ〉|ν〉, je

Γν = 〈ν|K̂|ν〉 〈TνTν〉
[

1 + 〈TνTν〉FiFi

]−1

︸ ︷︷ ︸

Li

. (2.23)

Vztah (2.17) potom přejde na

K̂ = 〈Ĝ〉v̂x〈Ĝ〉 + 〈Ĝ〉
∑

ν

|ν〉Li

1

2nSS
Tr2D

(

〈i|K̂|i〉
)

〈ν|〈Ĝ〉, (2.24)

4Použit́ım (2.7) ihned vid́ıme, že 〈µ|T̂ν = 0, pokud µ 6= ν. Podobně též T̂ν |µ〉 = 0.
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kde Tr2D(. . . ) je částečná stopa přes H2D, který obsahuje i spinový stupeň vol-
nosti. Při úpravě jsme využili faktu, že maticový element 〈ν|K̂|ν〉 záviśı, d́ıky
předpokladu o homogenitě systému v rovině x–y, pouze na indexu i, a lze tedy
psát

〈ν|K̂|ν〉 =
1

2nSS
Tr2D

(

〈i|K̂|i〉
)

. (2.25)

Zde nS je plošná koncentrace mř́ıžových bod̊u ve vrstvě, přičemž uvažujeme, že
je v obou vrstvách stejná. Rovnici (2.24) lze vyřešit tak, že najdeme vyjádřeńı
pro jednotlivé stopy a dosad́ıme je zpět. Provedeme-li stopu obou stran (2.24),
dostaneme soustavu dvou lineárńıch rovnic pro Tr2D

(
〈L|K̂|L〉

)
a Tr2D

(
〈R|K̂|R〉

)
.

[

1 − LL

2nSS
Tr2D

(

〈L|〈Ĝ〉|L〉〈L|〈Ĝ〉|L〉
)]

Tr2D

(

〈L|K̂|L〉
)

− LR

2nSS
Tr2D

(

〈L|〈Ĝ〉|R〉〈R|〈Ĝ〉|L〉
)

Tr2D

(

〈R|K̂|R〉
)

= Tr2D

(

〈L|〈Ĝ〉v̂x〈Ĝ〉|L〉
)

[

1 − LR

2nSS
Tr2D

(

〈R|〈Ĝ〉|R〉〈R|〈Ĝ〉|R〉
)]

Tr2D

(

〈R|K̂|R〉
)

− LL

2nSS
Tr2D

(

〈R|〈Ĝ〉|L〉〈L|〈Ĝ〉|R〉
)

Tr2D

(

〈L|K̂|L〉
)

= Tr2D

(

〈R|〈Ĝ〉v̂x〈Ĝ〉|R〉
)

(2.26)

2.3 Limita slabého rozptylu

V této části budeme předpokládat, že UA
i − UB

i je malé, a rozvineme dř́ıve
odvozené rovnice — (2.15), (2.24) a (2.26) — do druhého řádu v UA

i − UB
i .

2.3.1 Jednočásticová Greenova funkce

Sovenovu rovnici (2.15) zjednoduš́ıme t́ım, že na jej́ı pravou stranu dosad́ıme za
Σi pouze 〈Ui〉 = xiU

A
i + yiU

B
i . Po uplatněńı xi + yi = 1 je

Σ
(w)
i = xiU

A
i + yiU

B
i + xiyi

(
UA

i − UB
i

)2
F̃i, (2.27)

kde

F̃i(z) = 〈ν|
(

z − Ĥ0 − 〈Û〉
)−1

|ν〉. (2.28)

Pokud dále 〈Ui〉 = 0, což je vždy možno zabezpečit zahrnut́ım této středńı hod-
noty do hamiltoniánu Ĥ0, dospějeme k jednoduchému vyjádřeńı

Σ
(w)
i = xiyi

(
UA

i − UB
i

)2
F0i = L(w)

i F0i. (2.29)

Význam F0i je zřejmý a o rozumnosti označeńı zbytku jako L(w)
i se přesvědč́ıme

vzápět́ı.
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2.3.2 Koeficienty lineárńı odezvy

Limita slabého rozptylu pro rovnice (2.24) a (2.26) se skládá ze dvou krok̊u.
V prvńı řadě je třeba dosadit (2.29) za selfenergii do 〈Ĝ〉 a s odpov́ıdaj́ıćı přesnost́ı
vypoč́ıtat stopy Tr2D(. . . )5, v druhé řadě pak aproximovat Li zavedené v (2.23)

Li = 〈TνTν〉
[

1 + 〈TνTν〉FiFi

]−1

≈ 〈TνTν〉 ≈
〈
(Uν − Σν)

2〉 . (2.30)

Dále můžeme za Σν dosadit 〈Ui〉 a po jednoduchých úpravách, využ́ıvaj́ıćıch
〈UνUν〉 = xi(U

A
i )2 + yi(U

B
i )2, dostaneme

L(w)
i = xiyi

(
UA

i − UB
i

)2
. (2.31)

5K těmto výpočt̊um se vrát́ıme v konkrétńım př́ıpadě ve čtvrté kapitole. Ukazuje se, že tyto
stopy jsou, zhruba řečeno, úměrné 1/ ReΣ.
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Kapitola 3

Kvantová dvojjáma bez
př́ıtomnosti magnetického pole

V předcházej́ıćıch kapitolách jsme uvažovali elektronový systém s určitými vlast-
nostmi bez jakékoli zmı́nky o jeho konkrétńı realizaci. Ve zbylých dvou částech
se budeme zabývat polovodičovou vrstevnatou strukturou načrtnutou na obrázku
3.1, která právě tyto vlastnosti, alespoň v jistém přibĺıžeńı, má. Na obrázku 3.2 je
naznačen idealizovaný profil jednoelektronového potenciálu a jemu odpov́ıdaj́ıćı
dva nejnižš́ı kvantové stavy spolu s jejich energiemi.

Analytické řešeńı jenorozměrné Schrödingerovy rovnice s takovým potenci-
álem neexistuje a řešeńı numerické, ačkoli poměrně jednoduché, neńı pro daľśı
úvahy vhodné. Znamenalo by provádět všechny navazuj́ıćı výpočty taktéž nume-
ricky. Naštěst́ı lze použ́ıt jednoduchou aproximaci, která v mnohých př́ıpadech
poskytne dobrou představu o závislosti studovaných vlastnost́ı vzorku na několika
přirozených parametrech. Touto aproximaćı je metoda těsné vazby, jej́ıž aplikaci
na tento a jemu podobné systémy lze nalézt v [9].1

Budeme předpokládat, že pohyb částice ve směru osy z lze popsat v rámci
Hilbertova prostoru Hz = � 2 s baźı {|L〉, |R〉}, což jsou nejnižš́ı stavy v levé,
respektive pravé jámě. Překryv 〈L|R〉 zanedbáme a tunelováńı vezmeme v úvahu
zavedeńım přeskokové pravděpodobnosti t. Zmı́něný postup je oprávněný v př́ı-
padě, že energetická škála, daná vzdálenost́ı hladin v nezávislých jámách, je
mnohem větš́ı než t. Přidáme-li nakonec stupně volnosti odpov́ıdaj́ıćı dvoudi-
menzionálńımu pohybu uvnitř jednotlivých vrstev, dostáváme hamiltonián (bez
nečistot)

〈~k|Ĥ0|~k〉 =

(
ε − ∆ t

t ε + ∆

)

, (3.1)

kde2 ε = ε(~k) =
�

2k2/2m∗ je disperzńı relace v aproximaci efektivńı hmotnosti a
∆ popisuje energetický rozd́ıl mezi dny jam.

1Poněkud jiný, ale velmi názorný př́ıstup, je uveden v [10].
2Veškeré vyznačováńı funkčńıch závislost́ı budeme, kromě př́ıpad̊u, kde by mohlo doj́ıt k ne-

dorozuměńı, vynechávat.
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Obrázek 3.1: Kvantová dvojjáma.
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Obrázek 3.2: Potenciálový profil ve směru osy z a dublet nejnižš́ıch stav̊u v př́ıpadě
symetrické pravoúhlé kvantové dvojjámy.
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3.1 Hustota stav̊u

3.1.1 Systém bez nečistot

V prvńı řadě najdeme vlastńı stavy hamiltoniánu Ĥ0. Jak vypadá jejich závislost
na souřadnićıch x a y je zřejmé, konečně formulace (3.1) již předpokládá diago-
nalitu v těchto stupńıch volnosti. Standardńı procedurou urč́ıme vlastńı energie
hamiltoniánu (3.1)

EB,A = ε ∓
√

∆2 + t2 (3.2)

a taktéž jeho vlastńı stavy. Energeticky nižš́ı označujeme |B〉 —
”
bonding“, ener-

geticky vyšš́ı pak |A〉 —
”
antibonding“.

|B〉 =
1√
2

√

1 +
∆√

∆2 + t2
|L〉 +

1√
2

√

1 − ∆√
∆2 + t2

|R〉 (3.3)

|A〉 =
1√
2

√

1 − ∆√
∆2 + t2

|L〉 − 1√
2

√

1 +
∆√

∆2 + t2
|R〉 (3.4)

Dále zavedeme neporušenou Greenovu funkci Ĝ0(z) = (z − Ĥ0)
−1, najdeme jej́ı

maticové vyjádřeńı v bázi {|L〉, |R〉} a př́ımočaře vypočteme lokálńı neporušené
hustoty stav̊u, vztažené na jednotkovou plochu. Využijeme toho, že Tr2D(. . . ) =
S/2π2

∫∫
d2k . . .

g0L(E) = − 1

πS
Im
{

Tr
[

〈L|Ĝ+
0 (E)|L〉

]}

=
m∗

2π
�

2

[(

1 +
∆√

∆2 + t2

)

θ
(

E +
√

∆2 + t2
)

+

(

1 − ∆√
∆2 + t2

)

θ
(

E −
√

∆2 + t2
)
]

, (3.5)

g0R(E) = − 1

πS
Im
{

Tr
[

〈R|Ĝ+
0 (E)|R〉

]}

=
m∗

2π
�

2

[(

1 − ∆√
∆2 + t2

)

θ
(

E +
√

∆2 + t2
)

+

(

1 +
∆√

∆2 + t2

)

θ
(

E −
√

∆2 + t2
)
]

. (3.6)

Celková hustota stav̊u je dána prostým součtem (3.5) a (3.6)

g0(E) = g0L(E) + g0R(E)

=
m∗

π
�

2

[

θ
(

E +
√

∆2 + t2
)

+ θ
(

E −
√

∆2 + t2
)]

. (3.7)
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Výrazy (3.5), (3.6) a (3.7) už na prvńı pohled nemohou být zcela v pořádku,
nebot’ popisuj́ı nekonečné pásy, obsahuj́ıćı nekonečný počet stav̊u. Ve skutečnosti
ale v našem jednoduchém modelu máme (kapitola 2) jen tolik stav̊u, kolik je
dvojnásobek (spin) mř́ıžových bod̊u. Nejjednodušš́ı postup, jak źıskat konečný

pás, je omezit rozsah vlnových vektor̊u na 0 < |~k| < kM . Hodnotu kM , popř́ıpadě
εM =

�
2k2

M/2m∗, vypočteme následuj́ıćım postupem: Hustota stav̊u dvourozměr-
ného plynu je g2D(E) = m∗/π

�
2θ(E). Z požadavku

∫ εM

−∞

dEg2D(E) = 2nS (3.8)

dostáváme

εM =
2π

� 2

m∗
nS, kM = 2

√
πnS. (3.9)

Podrobněǰśı popis zavedeńı tohoto modelu dvourozměrného pásu, společně s po-
rovnáńım s přesněǰśımi metodami, je uveden v [8].

3.1.2 Započteńı nečistot (CPA)

Za hamiltonián systému vezmeme (2.1), přičemž Ĥ0 má tvar (3.1). Rozmı́stěńı
rozptylových center uvažujeme v jednotlivých jámách nezávislé, čehož d̊usledkem
je diagonalita Σ̂(z) vzhledem k {|L〉, |R〉}. Řešeńım rovnice 〈Ĝ+(E)〉(E − Ĥ0 −
Σ̂+) = 1, kde Σ̂+ = Σ̂(E + iδ), snadno dostáváme maticové elementy středované
Greenovy funkce

〈L,~k|〈Ĝ+(E)〉|L,~k〉 =
E − ε − ∆ − Σ+

R

(E − ε + ∆ − Σ+
L )(E − ε − ∆ − Σ+

R) − t2
, (3.10)

〈R,~k|〈Ĝ+(E)〉|R,~k〉 =
E − ε − ∆ − Σ+

L

(E − ε + ∆ − Σ+
L )(E − ε − ∆ − Σ+

R) − t2
, (3.11)

〈L,~k|〈Ĝ+(E)〉|R,~k〉 =
t

(E − ε + ∆ − Σ+
L )(E − ε − ∆ − Σ+

R) − t2
. (3.12)

Kromě toho plat́ı 〈R,~k|Ĝ+(E)|L,~k〉 = 〈L,~k|Ĝ+(E)|R,~k〉. Maticové elementy

〈Ĝ−(E)〉 se od uvedených lǐśı pouze záměnou Σ+
L,R za Σ−

L,R, přitom Σ−
L,R = Σ+

L,R.

Pro selfkonzistentńı výpočet Σ+
L,R z rovnic (2.15) potřebujeme vyjádřeńı ve-

ličiny F +
L,R. Přeṕı̌seme-li jej́ı definici pomoćı dvoudimenzionálńı stopy, jako jsme

přepsali 〈ν|K̂|ν〉 v rovnici (2.25), a provedeme-li integraci rozkladem na parciálńı
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zlomky, źıskáme

F+
L (E) =

1

2nSS
Tr2D

[

〈L|Ĝ+(E)|L〉
]

=
1

εM

{

ε1 − ∆R + iΓR

ε1 − ε2

[

ln(E − ε1) − ln(E − εM − ε1)
]

+
ε2 − ∆R + iΓR

ε2 − ε1

[

ln(E − ε1) − ln(E − εM − ε1)
]
}

. (3.13)

Zde jsme zavedli označeńı Σ+
L,R = ΛL,R − iΓL,R (ΛL,R, ΓL,R ∈ � ) a následně

∆L = −∆ + ΛL a ∆R = ∆ + ΛR. Dále ε1,2 jsou kořeny jmenovatel̊u ve výrazech
(3.10)–(3.12), uvažovaných jako funkce proměnné ε = E−ε. Jejich explicitńı tvar
je

ε1,2 =
1

2
(∆L + ∆R − iΓL − iΓR)

∓ 1

2

√

(∆L + ∆R − iΓL − iΓR)2 − 4(iΓR − ∆R)(iΓL − ∆L) + 4t2, (3.14)

přičemž komplexńı odmocninu chápeme v takovém smyslu, aby Re ε1 < Re ε2.
Vzorec pro F +

R se od (3.13) lǐśı pouze záměnou indexu R za L v čitateĺıch zlomk̊u.
Znalost F +

L,R nám umožňuje poč́ıtat hustoty stav̊u podle vzorce

gL,R(E) = −2nS

π
Im F+

L,R(E). (3.15)

Výsledky ilustrativńıch výpočt̊u a srovnáńı s hustotou stav̊u čistého systému jsou
pro zcela symetrickou dvojjámu (∆ = 0, nečistoty v obou jamách stejné) uvedeny
na obrázku 3.3. Na obrázku 3.4 jsou pak zaneseny reálná a imaginárńı část self-
energie společně s imaginárńı část́ı selfenergie poč́ıtanou v limitě slabého rozptylu

Γ
(w)
L,R(E) =

π

2nS

xL,RyL,R

(
UA

L,R − UB
L,R

)2
g0L,R(E). (3.16)

V bodech, kde má CPA reálná část selfenergie peaky, Λ
(w)
L,R diverguje. Přesto ji

budeme ve výpočtech, vztahuj́ıćıch se k výše uvedené limitě, zanedbávat. Důvod
je ten, že v přesněǰśı aproximaci (CPA) je reálná část selfenergie nejen konečná,
ale též přibližně stejně velká jako část imaginárńı. Zat́ımco však ΓL,R měńı dobu
života odpov́ıdaj́ıćıch stav̊u z nekonečné na konečnou (tj. podstatně ovlivňuje
jejich vlastnosti), je význam ΛL,R mnohem menš́ı — pouze nepatrně posouvá
energii těchto stav̊u.

26



−0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

E [a. u.]

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

2.2

g 
[a

. u
.]

g
L,R

(CPA)

g
0L,R

Obrázek 3.3: Hustota stav̊u symetrické dvojjámy, vztažená na jeden mř́ıžový bod,
v aproximaci koherentńıho potenciálu (CPA) porovnaná s hustotou stav̊u čistého
systému. Při výpočtu g0 nebyl proveden

”
cut-off“ na konečný pás.
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Obrázek 3.4: Selfenergie symetrické dvojjámy v aproximaci koherentńıho potenciálu
(CPA) a imaginárńı část selfenergie v limitě slabého rozptylu. V druhém př́ıpadě opět
nebyl proveden

”
cut-off“ na konečný pás.
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3.2 Vodivost

V této části vypočteme vodivost σxx studované dvojjámy. V prvńı kapitole jsme
pro tuto veličinu odvodili vzorec (1.26), kam nyńı dosad́ıme za δ-funkce podle
(1.24). Provedeme konfiguračńı středováńı a uplatńıme definici (2.16) operátoru
K̂(z1, z2)

σxx = −
�
e2

4πV
Tr
[(

K̂++(EF, EF) + K̂−−(EF, EF) − 2K̂+−(EF, EF)
)

v̂x

]

. (3.17)

Následně ukážeme, že vrcholová korekce nepřisṕıvá. Jak vid́ıme z (2.24), je ú-
měrná Tr2D

(
〈i|K̂|i〉

)
, které jsou zase podle (2.26) úměrné Tr2D

(
〈i|〈Ĝ〉v̂x〈Ĝ〉|i〉

)
.

Snadno nahlédneme, že tyto stopy jsou nulové, nebot’ 〈Ĝ〉 je sudou funkćı kx,
zat́ımco v̂x lichou. Lze tedy nahradit K̂ = 〈Ĝ〉v̂x〈Ĝ〉. Rozeṕı̌seme-li dále explicitně
maticové násobeńı, dostaneme vodivost jako sumu dev́ıti obecně r̊uzných člen̊u

σxx = −σ++
LL − σ−−

LL + 2σ+−
LL − σ++

RR − σ−−
RR + 2σ+−

RR − 2σ++
LR − 2σ−−

LR + 4σ+−
LR , (3.18)

kde např́ıklad

σ++
LL =

e2 �

4πV
Tr2D

[

〈L|〈Ĝ+(EF)〉|L〉v̂x〈L|〈Ĝ+(EF)〉|L〉v̂x

]

. (3.19)

Po dosazeńı podle (3.10) a po substituci v integračńı proměnné dojdeme ke vzorci

σ++
LL =

e2

4π2
�
D

∫ EF

EF−εM

dε(EF − ε)

[
ε − ∆R + iΓR

(ε − ε1)(ε − ε2)

]2

, (3.20)

kde ε1,2 jsou dány vztahem (3.14) a D je z-rozměr oblasti obsahuj́ıćı volné nosiče
náboje. Ve jmenovateĺıch jiných sč́ıtanc̊u (3.18) vystupuj́ı také komplexně sdru-
žené kořeny ε1,2, pocházej́ıćı od 〈Ĝ−〉. Dále lze pokračovat rozkladem na parciálńı
zlomky zcela analogicky jako v př́ıpadě veličiny F +

L,R v předchoźı části. Touto
metodou ale nedospějeme k nijak přehledným výsledk̊um, se kterými by bylo
možné dále pracovat. V následuj́ıćıch odstavćıch odvod́ıme jiným postupem pouze
přibližné vzorce, které budou pro pochopeńı princip̊u výhodněǰśı.

3.2.1 Př́ıpad obsazeńı obou podpás̊u

Zde budeme předpokládat, že

EF − Re ε2 � |ΣL,R| a zároveň Re ε1 + εM − EF � |ΣL,R|. (3.21)

Prvńı podmı́nka znamená, že Fermiho mez je v oblasti, kde do hustoty stav̊u
přisṕıvaj́ı oba podpásy, a též že efekty zp̊usobené nečistotami jsou oproti velikosti
EF zanedbatelné. Druhá nerovnost pak pouze ř́ıká, že horńı hrana pásu je př́ılǐs
daleko na to, aby mohla cokoli ovlivnit. Za těchto okolnost́ı se nedopust́ıme velké
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Obrázek 3.5: Integračńı cesty v Gaussově rovině.

chyby, pokud protáhneme integračńı meze v (3.20) do ∓∞. Potom je vodivost
σxx lineárńı v EF a lze označit σxx = αEF + β. Koeficienty α a β vypočteme
contourovou integraćı s využit́ım residuové věty. Použité integračńı cesty jsou
zakresleny na obrázku 3.5.

Začneme s koeficientem α. Dı́ky tomu, že odpov́ıdaj́ıćı integrandy se pro velká
|ε| chovaj́ı jako 1/ε2, př́ıspěvky od oblouk̊u v limitě R → ∞ vymiźı. Následně jsou
nulové členy typu α++ a α−−, nebot’ pro každý z nich vždy jeden z contour̊u C1,
C2 neobsahuje póly. Zbylé členy typu α+− vypočteme po křivce C1 s výsledkem

α+−
LL =

ie2

2π
�
D

[

(ε1 − ∆R + iΓR)(ε1 − ∆R − iΓR)

(ε1 − ε1)(ε1 − ε2)(ε1 − ε2)

+
(ε2 − ∆R + iΓR)(ε2 − ∆R − iΓR)

(ε2 − ε1)(ε2 − ε2)(ε2 − ε1)

]

. (3.22)

V daľśıch úpravách využijeme identity tř́ı typ̊u

(ε1 − ∆R + iΓR)(ε1 − ∆R − iΓR)

+ (ε1 − ∆L + iΓL)(ε1 − ∆L − iΓL) + 2t2 = 4t2 + (∆L − ∆R)2 + (ΓR + ΓL)2

+ 2iε1(ΓR + ΓL) − 2i(∆LΓR + ∆RΓL), (3.23)

(ε1 − ε1)(ε1 − ε2) = 2iε1(ΓR + ΓL) − 2i(∆LΓR + ∆RΓL), (3.24)
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[ε1(ΓR + ΓL) − ∆LΓR − ∆RΓL] [ε2(ΓR + ΓL) − ∆LΓR − ∆RΓL]

= −ΓRΓL

[
(ΓR + ΓL)2 + (∆L − ∆R)2

]
− t2(ΓR + ΓL)2. (3.25)

Rovnosti (3.23) a (3.24) snadno ověř́ıme, vzpomeneme-li, že ε1 je kořenem jme-
novatele maticových element̊u Greenovy funkce 〈Ĝ−〉3, rovnost (3.25) pak expli-
citńım dosazeńım za kořeny.

Nyńı už jen sečteme všechny nenulové př́ıspěvky do koeficientu α a postupně
uplatńıme vztahy (3.23)–(3.25)

α =
e2

2π
�
D

(ΓR + ΓL)
4t2 + (∆L − ∆R)2 + (ΓR + ΓL)2

ΓRΓL [(ΓR + ΓL)2 + (∆L − ∆R)2] + t2(ΓR + ΓL)2
. (3.26)

Podobně vypočteme i koeficient β. Jediný rozd́ıl je v tom, že přisṕıvaj́ı nejen póly,
ale též integrály přes oblouky. Nulové členy jsou pouze β++

LR = β−−
LR = 0, jinak

β++
LL = β++

RR = −β−−
LL = −β−−

RR =
e2

4π2
�
D

lim
R→∞

∫

C̃1

1

z
dz =

ie2

4π
�
D

, (3.27)

kde C̃1 je oblouková část contouru C1. Ve členech β+−
LL , β+−

RR a β+−
LR , které vyč́ıslu-

jeme po křivce C1, je taktéž třeba k pólovým př́ıspěvk̊um přidat (3.27). Dále opět
sečteme všechny nenulové př́ıspěvky a po použit́ı identit (3.23)–(3.25) dostaneme

β = − e2

2π
�
D

(∆LΓR + ∆RΓL)
4t2 + (∆L − ∆R)2 + (ΓR + ΓL)2

ΓRΓL [(ΓR + ΓL)2 + (∆L − ∆R)2] + t2(ΓR + ΓL)2
.

(3.28)
Kombinaćı (3.26) a (3.28) již źıskáme vyjádřeńı pro hledanou složku tenzoru
vodivosti

σxx =
e2

2π
�
D

(ΓR + ΓL)

[

EF − ∆LΓR + ∆RΓL

ΓR + ΓL

]

× 4t2 + (∆L − ∆R)2 + (ΓR + ΓL)2

ΓRΓL [(ΓR + ΓL)2 + (∆L − ∆R)2] + t2(ΓR + ΓL)2
. (3.29)

Na závěr tohoto odstavce se pod́ıváme, jak se (3.29) chová v limitě slabého
tunelováńı mezi jámami. Pokud t � ∆, můžeme t zanedbat jak v čitateli, tak ve
jmenovateli, a výraz pro vodivost se rozpadne na součet

σxx =
e2

2π
�
D

[
EF − ∆L

ΓL

+
EF − ∆R

ΓR

]

. (3.30)

Uvědomı́me-li si, že v popsané limitě se také soustava (2.15) skládá ze dvou
nezávislých rovnic, vid́ıme, že prvńı člen záviśı pouze na parametrech levé jámy
a druhý člen naopak pouze na parametrech jámy pravé. Máme tedy výsledek,
který byl zřejmý již od začátku — jámy o sobě

”
nevěd́ı“.

3Přesněji: K levé straně vždy přičteme vhodnou nulu — zmı́něný jmenovatel.
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Pokud ještě přejdeme k limitě slabého rozptylu, můžeme v čitateĺıch opustit
ΛL,R. Kromě toho lze lokálńı hustoty stav̊u aproximovat výrazy (3.5) a (3.6),
které v př́ıpadě t � ∆ implikuj́ı

EF ± ∆ =
π

� 2

m∗
nL,R, (3.31)

kde nL,R jsou lokálńı koncentrace elekton̊u. Vztah (3.30) je pak sumou dvou
Drudeho vzorc̊u

σxx =
e2nL

m∗D

�

2ΓL

+
e2nR

m∗D

�

2ΓR

. (3.32)

3.2.2 Př́ıpad obsazeńı pouze spodńıho podpásu

Dosud jsme zanedbávali |ΣL,R| pouze proti EF. To znamená, že p̊uvodńı struktura
dvojitého schodu, patrná v g0, mohla být p̊usobeńım nečistot zcela

”
zahlazena“.

Zde budeme předpokládat v́ıc. Je-li
√

∆2 + t2 � |ΣL,R|, existuje oblast Fermiho
energíı, kdy do hustoty stav̊u přisṕıvá pouze spodńı podpás. Pokud pro EF plat́ı

EF − Re ε1 � |ΣL,R| a zároveň Re ε2 − EF � |ΣL,R| (3.33)

a horńı hrana pásu εM splňuje

Re ε1 + εM − EF � |ΣL,R|, (3.34)

můžeme opět protáhnout integračńı meze v (3.20) do ∓∞. Při výpočtu źıskaného
integrálu residuovou větou je třeba brát do úvahy jen póly ε1, ε1, které odpov́ıdaj́ı
spodńımu podpásu. Po použit́ı identit (3.23) a (3.24) dostáváme pro koeficienty
α a β vyjádřeńı

α =
ie2

π
�
D

1

ε1 − ε2

[

1 +
4t2 + (∆L − ∆R)2 + (ΓL + ΓR)2

2iε1(ΓL + ΓR) − 2i(∆LΓR + ∆RΓL)

]

, (3.35)

β = − ie2

π
�
D

ε1

ε1 − ε2

[

1 +
4t2 + (∆L − ∆R)2 + (ΓL + ΓR)2

2iε1(ΓL + ΓR) − 2i(∆LΓR + ∆RΓL)

]

. (3.36)

Dı́ky tomu, že můžeme zanedbávat selfenergii vzhledem k
√

∆2 + t2, dostáváme
pro vodivost vztah

σxx =
e2

π
�
D

√
∆2 + t2

(ΓL + ΓR)
√

∆2 + t2 + ∆(ΓL − ΓR)

[
EF√

∆2 + t2
+ 1

]

. (3.37)

I zde je (3.7) dobrou aproximaćı hustoty stav̊u, načež můžeme psát
[

EF√
∆2 + t2

+ 1

]

=
π

� 2

m∗

n√
∆2 + t2

(3.38)

a také

σxx =
e2n

m∗D

� √
∆2 + t2

(ΓL + ΓR)
√

∆2 + t2 + ∆(ΓL − ΓR)
. (3.39)
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3.3 Odporová rezonance

V systému dvou vázaných kvantových jam lze pozorovat jev nazvaný odporová4

rezonance (resistivity resonance, [11]). Předpokládejme, že máme dvojjámu s ne-
symetricky rozmı́stěnými nečistotami (v jedné jámě je nečistot v́ıce než v druhé) a
experimentálńı uspořádáńı, které umožňuje měnit vazbu mezi oběma jámami. Je-
li vazba slabá, lze jámy považovat za nezávislé. To nás opravňuje použ́ıt pravidlo
pro sč́ıtáńı paralelně zapojených odpor̊u 1/Roff

celk = 1/RL + 1/RR. V opačném
př́ıpadě silné vazby

”
ćıt́ı“ všechny elektrony jak nečistoty vpravo, tak nečistoty

vlevo a lze předpokládat, že Rres
celk ∼ RR + RL. Pokud např́ıklad RL � RR, plat́ı

přibližně Roff
celk ≈ RR a Rres

celk ∼ RL.
Tyto intuitivńı úvahy lze ověřit na základě vztahu (3.29), který má při splněńı

podmı́nky slabého rozptylu |ΣL,R| � ∆, t tvar

ρ =
1

σxx

=
π

�
D

2e2

1

EF(ΓL + ΓR) + ∆(ΓR − ΓL)

[

4ΓLΓR +
t2

∆2 + t2
(ΓR − ΓL)2

]

.

(3.40)
Je-li ∆ � EF, dostáváme přesně to, co jsme odhadli výše (zp̊usob zavedeńı
lokálńıch odpor̊u je patrný z (3.32))

ρoff = ρ
∣
∣
∣
t�∆

=
2π

�
D

e2EF

ΓLΓR

ΓL + ΓR

=

(
1

ρL

+
1

ρR

)−1

, (3.41)

ρres = ρ
∣
∣
∣
t�∆

=
π

�
D

2e2EF
(ΓL + ΓR) =

1

4
(ρL + ρR). (3.42)

Je třeba poznamenat, že ΓL,R obecně závisej́ı jak na EF, tak na t a ∆. Na druhou
stranu, pohledem na (2.29), (3.5) a (3.6), zjist́ıme, že v našem dvoupásovém
př́ıpadě to jsou jednoduše konstanty. Poměr (3.41) a (3.42), po označeńı ΓL/ΓR =
r, je

ρres

ρoff
=

1

2
+

1

4

(

r +
1

r

)

. (3.43)

Výraz v závorce má minimum v bodě r = 1, kdy je roven 2. Z toho d̊uvodu
je vždy ρres/ρoff ≥ 1, přičemž rovnost nastává pouze v př́ıpadě symetrického
rozložeńı nečistot.

Ačkoli teoreticky je jistě př́ımočařeǰśı zkoumat nalezené rezonančńı chováńı
jako funkci parametru t, experimentálně je tato možnost nedosažitelná, nebot’ t
je př́ımo svázáno s tloušt’kou polovodičové vrstvy tvoř́ıćı potenciálovou bariéru
mezi jámami. Mnohem snadněǰśı je měnit parametr ∆ v uspořádáńı schematicky
zachyceném na obrázku 3.6. Přitom ρ vykazuje rezonanci jako funkce hradlového
napět́ı UG, jak je patrné z experimentálńıch dat (obrázek 3.7, [11]). Na tuto

4Protože experimentálńı data jsou zpravidla prezentována v podobě odporu, přejdeme do
této formulace i my.
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LG dE

σG σL
σR

Obrázek 3.6: Schematický nákres experimentálńıho uspořádáńı pro laděńı energetic-
kého rozd́ılu mezi dny jam ∆.

Obrázek 3.7: Závislost odporu na hradlovém napět́ı VG při T = 4,2 K pro r̊uzné
hodnoty napět́ı na zpětném hradle VBG. Převzato z [11].
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závislost však neńı možné př́ımočaře aplikovat vzorec (3.40), nebot’ změnami UG

se měńı nejen ∆, ale též koncentrace elektron̊u v dvojjámě n = nL + nR.
Pro rozbor situace rozděĺıme ∆ = ∆(i) + ∆(e), kde ∆(i) je př́ıspěvek od ion-

tových zbytk̊u v mř́ıžových bodech a ∆(e) od Harteeho selfkonzistentńıho pole,
vyvolaného ostatńımi elektrony. Dále uvažujeme iontový př́ıspěvěk neměnný a
zabýváme se pouze elektronovou část́ı. Na prostorové rozložeńı elektron̊u pou-
žijeme velmi jednoduchý model. Budeme předpokládat, že jsou lokalizovány ve
velmi tenkých rovinách, načež pro hradlové napět́ı a elektronový př́ıspěvěk ∆(e)

dostaneme vyjádřeńı

U
(e)
G = ϕ

(e)
L − ϕ

(e)
G =

LG

2ε
(σL + σR − σG), (3.44)

∆(e) =
1

2

(

ϕ
(e)
R − ϕ

(e)
L

)

=
edE

4ε
(σG + σL − σR). (3.45)

Zde σL,R jsou plošné náboje př́ıslušej́ıćı jednotlivým jámám, σG je plošný náboj
na hradle a ε je permitivita vzorku. Byla též zavedena efektivńı vzdálenost jam
dE, kterou lze použ́ıt jako fitovaćı parametr pro přibĺıžeńı se reálnému rozložeńı
elektronového náboje (obrázek 3.2).

Elektrická neutralita vyžaduje zachováńı počtu elektron̊u v systému, tj.

σL + σR + σG = σC = −ne. (3.46)

Vyloučeńım σG pomoćı (3.46) a vyjádřeńım jámových náboj̊u integrály z hustot
stav̊u źıskáme z (3.44) a (3.45) soustavu dvou rovnic5 pro EF a ∆

∫ EF

−∞

dE
[

gL(E) − gR(E)
]

=
4ε

edE

(
∆ − ∆(i)

)
+

εUG

LG

, (3.47)

∫ EF

−∞

dE
[

gL(E) + gR(E)
]

= σC +
εUG

LG

. (3.48)

V př́ıpadě, že by gL,R byly CPA aproximace hustot stav̊u, museli bychom dále

pokračovat numericky. I to by bylo poměrně obt́ıžné, nebot’ pro g
(CPA)
L,R (E) je

třeba v každém bodě iterativně řešit dvě Sovenovy rovnice. Pokud ale z̊ustaneme
v aproximaci slabého rozptylu, je situace výrazně jednodušš́ı. Jsou-li obsazeny
oba podpásy, lze naj́ıt řešeńı ve tvaru

∆ =
π

� 2ε

2

4∆(i) − edEUG/LG

e2dEm∗ + 2π
�

2ε
, (3.49)

EF = − π
�

2

2em∗

(
εUG

LG

+ σC

)

. (3.50)

5Hradlové napět́ı UG = −LGσG/2ε se lǐśı od U
(e)
G . Bylo zvoleno tak, aby platilo UG(σG =

0) = 0.
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Obrázek 3.8: Závislost normalizovaného měrného odporu na hradlovém napět́ı. Jde o
výsledek numerického výpočtu v textu popsaného modelu s parametry ∆(UG = 0) =
4 meV, EF(UG = 0) = 9 meV, t = 0,5 meV, dE = 200 Å a xL/xR = 3. Ve vloženém
grafu je přerušovanou čarou vynesena též závislost ∆(UG). Všimněme si, že rezonančńı
maximum neodpov́ıdá přesně bodu ∆ = 0, což je zp̊usobeno změnou koncentrace
elektron̊u. Skok při hodnotě UG ≈ 1,25 V je spojen s vyprázdněńım horńıho podpásu.

V př́ıpadě obsazeńı pouze spodńıho podpásu je ∆ dána řešeńım rovnice (která je
nyńı jen jedna a pro jednu neznámou)

4ε

edE

(
∆ − ∆(i)

)
− ∆√

∆2 + t2

(
εUG

LG

+ σC

)

+
εUG

LG

= 0. (3.51)

Fermiho energii źıskáme následným dosazeńım do

EF = − π
�

2

em∗

(
εUG

LG

+ σC

)

−
√

∆2 + t2. (3.52)

Na obrázku 3.8 jsou vyneseny výsledky numerického výpočtu, kvalitativně
odpov́ıdaj́ıćıho experimentu [11]. Přestože jde o výpočet realistický, nelze provést
kvantitativńı srovnáńı s uvedeným měřeńım, protože neznáme přesné parametry
použitého vzorku.

Pozornému čtenáři jistě neuniklo, že jsme prozat́ım zcela opominuli možnost
splněńı rovnosti ∆ = 0 v př́ıpadě, kdy je obsazen pouze spodńı podpás. Tehdy je
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situace poněkud odlǐsná. V limitńım př́ıpadě t � |∆| vztah (3.39) přecháźı na

ρoff =







m∗D

ne2

2Γoff
L

� , ∆ > 0

m∗D

ne2

2Γoff
R

� , ∆ < 0

(3.53)

a v
”
rezonanci“ t � |∆| na

ρres =
m∗D

ne2

Γres
L + Γres

R
� . (3.54)

Imaginárńı části selfenergie Γoff
L,R a Γres

L,R jsou tentokrát v jednotlivých limitách
r̊uzné, přesněji Γoff

L,R = 2Γres
L,R. Pro poměr (3.54) a (3.53) dostáváme vyjádřeńı

ρres

ρoff
=







1

4

(

1 +
Γoff

R

Γoff
L

)

, ∆ > 0,

1

4

(

1 +
Γoff

L

Γoff
R

)

, ∆ < 0,

(3.55)

které nedává nic zaj́ımavého, pokud se nečistoty v jednotlivých jámách výrazně
lǐśı. Jsou-li však rozptylová centra rozmı́stěna symetricky, docháźı v okoĺı bodu
∆ = 0 k potlačeńı odporu, což je jev přesně opačný, než jaký je pozorován
v dvoupásovém př́ıpadě.

Experimentálńı ověřeńı právě uvedeného výsledku v uspořádáńı z obrázku 3.6
však prakticky neńı možné. Zmı́něná metoda je založena na tom, že se aplikaćı
hradlového napět́ı dosahuje konkurence mezi ∆(i) a ∆(e). Pokud jsou při napět́ı
UG = 0 všechny elektrony v jedné z jam (to odpov́ıdá př́ıpadu t � |∆|), je již
tato konkurence maximálńı a zvyšováńım UG se nic podstatného nezměńı.

3.4 Př́ıčné efekty

V předchoźı kapitole jsme ukázali, že elektrony za jistých okolnost́ı ćıt́ı pouze
nečistoty lokalizované v jedné z jam. Nab́ıźı se tedy interpretace, že se do této
jámy přesouvaj́ı a nab́ıjej́ı ji. Nyńı s použit́ım výsledk̊u prvńı kapitoly tento pohled
vyvrát́ıme.

Konfiguračńım středováńım vzorc̊u (1.32) a (1.33) źıskáme

δQR =

�
e2

2π
Tr
[

K̂+−(EF, EF)P̂R

]

+

�
e2

π

∫

dEfFD(E) ReTr

{
d

dE

[

K̂++(E, E ′)
]
∣
∣
∣
∣
E=E′

P̂R

}

, (3.56)

kde opět K̂ = 〈Ĝ〉v̂x〈Ĝ〉. V d̊usledku toho vid́ıme, že argumenty stop v (3.56)
jsou lichými funkcemi proměnné kx, a tedy δQR = 0.
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Kapitola 4

Kvantová dvojjáma v podélném
magnetickém poli

Za posledńıch deset let se objevilo několik experimentálńıch ([12], [13], [14]) i
teoretických ([15], [16]) praćı, týkaj́ıćıch se transportu v systému dvou tunelově
vázáných dvoudimenzionálńıch plyn̊u, umı́stěných v podélném magnetickém poli.
Byla diskutována anizotropie vodivosti vzhledem k vzájemnému úhlu mezi smě-
rem proudu a magnetického pole, odporová rezonance a vlivy r̊uzných rozptylo-
vých mechanismů na jej́ı chováńı. Pokud je nám ale známo, př́ıčné efekty z̊ustaly
dosud bez povšimnut́ı. Posledńı část naš́ı práce si klade za ćıl udělat prvńı krok
k vyplněńı právě této mezery.

Použijeme tentýž model jako v př́ıpadě nulového magnetického pole, nyńı
rozš́ı̌rený o vektorový potenciál ~A = (zB, 0, 0), popisuj́ıćı magnetické pole ~B =
(0, B, 0). Oproti předchoźı kapitole se omeźıme jen na př́ıpad slabého rozptylu,
kdy bude možné všechny výrazy upravit na tvar, obsahuj́ıćı pouze jednorozměrné
integrály. Kromě toho budeme uvažovat symetrickou dvojjámu (∆ = 0). T́ım se
sice připrav́ıme o možnost dosažeńı odporové rezonance mimo bod B = 0 T ([14]),
pro př́ıčné efekty, které jsou naš́ım hlavńım ćılem, to však velké omezeńı neńı.

4.1 Hustota stav̊u pro systém bez nečistot

Nejprve ukážeme, jak se na hamiltoniánu (3.1) projev́ı přidáńı výše zmı́něného
vektorového potenciálu.1 Zanedbáme-li vliv magnetického pole na samotné stavy
|L〉, |R〉, tkv́ı jediný rozd́ıl v záměně disperzńı relace v izolované jámě

ε(~k) =

� 2

2m∗

(
k2

y + k2
x

)
−→

� 2k2
y

2m∗
+

1

2m∗
(

�
kx + eBz)2 . (4.1)

1Tuto poměrně standardńı záležitost lze nalézt např́ıklad v [16], [17].
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V d̊usledku toho dostáváme pro diagonálńı maticové elementy hamiltoniánu vy-
jádřeńı

〈~k, L/R|Ĥ0|~k, L/R〉 =

� 2k2
y

2m∗
+

1

2m∗

(
�
kx + eB〈L/R|z|L/R〉

)2

+
e2B2

2m∗

(
〈L/R|z2|L/R〉 − 〈L/R|z|L/R〉2

)
. (4.2)

Využijeme symetrie dvojjámy, označ́ıme 〈R|z|R〉 = −〈L|z|L〉 = dB/2 a posuneme
referenčńı hladinu energie o

e2B2

4m∗

(
〈L|z2|L〉 − 〈L|z|L〉2 + 〈R|z2|R〉 − 〈R|z|R〉2

)
. (4.3)

Poté (4.2) přejde na mnohem jednodušš́ı výraz

〈~k, L/R|Ĥ0|~k, L/R〉 =

�
2k2

y

2m∗
+

1

2m∗

(
�
kx ∓

1

2
eBdB

)2

. (4.4)

Na tomto mı́stě je vhodné si uvědomit, že zavedená efektivńı vzdálenost jam dB

má obecně jinou hodnotu než dř́ıve použité dE a D.
Vlastńı energie źıskaného hamiltoniánu jsou

εB,A =

�
2

2m∗

(
k2

x + k2
y

)
+

e2d2
BB2

8m∗
∓

√
δ2 + t2, (4.5)

kde jsme označili δ =
�
edBBkx/2m∗. Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı stavy maj́ı, až na

záměnu ∆ za δ, tentýž tvar jako (3.3) a (3.4). Koeficienty typu 〈~kL|~kB〉 jsou
nyńı závislé na kx, přičemž splňuj́ı identity

〈kx, ky, L|kx, ky, B〉 = 〈−kx, ky, R| − kx, ky, B〉, (4.6)

〈kx, ky, L|kx, ky, A〉 = −〈−kx, ky, R| − kx, ky, A〉. (4.7)

Pro celkovou hustotu stav̊u (d́ıky symetrii dvojjámy je samozřejmě g0L(E) =
g0R(E) = g0(E)/2) nelze analyticky napsat nic o mnoho konkrétněǰśıho než in-
tegrál

g0(E) = − 1

πS
Im
{

Tr
[

Ĝ+
0 (E)

]}

=
1

2π2

∑

α∈{B,A}

∫∫

d2k δ(E − εα). (4.8)

Numericky vypoč́ıtané2 hustoty stav̊u pro několik hodnot magnetického pole jsou
uvedeny na obrázku 4.1.

Analýzou liníı v rovině kx–ky odpov́ıdaj́ıćıch stejné hodnotě εB,A, přes které
se v (4.8) integruje, dospějeme k následuj́ıćım vzorc̊um pro polohy význačných
bod̊u hustoty stav̊u:

2Použitá metoda je popsána v dodatku C.
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Obrázek 4.1: Hustota stav̊u pro r̊uzné hodnoty magnetického pole: 0T, Bc/2, Bc, 2Bc,
3Bc a 4Bc, přičemž singularita se poprvé objevuje při při poli Bc = 2,74 T. Parametry
dvojjámy t = 0,9 meV, dB = 135 Å, n = 2,4·1011 cm−2 (∼ EF = 4,29 meV) odpov́ıdaj́ı
vzorku B použitému v [12].

• dolńı hrana podpásu odpov́ıdaj́ıćıho vazebnému stavu |B〉 a dolńı hrana
pásu v̊ubec

Emin
B =







e2d2
BB2

8m∗
− t, |B| ≤ Bc ,

− 2m∗t2

e2d2
BB2

, |B| ≥ Bc ,

(4.9)

• dolńı hrana podpásu odpov́ıdaj́ıćıho nevazebnému stavu |A〉

Emin
A =

e2d2
BB2

8m∗
+ t, (4.10)

• poloha singularity

Ediv =
e2d2

BB2

8m∗
− t. (4.11)

Velikost magnetického pole, při ńıž se měńı charakter závislosti Emin
B (B) a při

které se poprvé objevuje divergence, je Bc = 2
√

m∗t/ed.
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Pro transportńı vlastnosti bude podstatná pouze hustota stav̊u na Fermiho
ploše, jej́ıž závislost na aplikovaném magnetickém poli je uvedena na obrázku
4.2.3

4.2 Greenovy funkce systému s nečistotami

Zde explicitně vyṕı̌seme rozklad Greenovy funkce 〈Ĝ+(E)〉 analogický výraz̊um
(3.10) – (3.12), tentokrát provedený vzhledem k bázi vlastńıch stav̊u {|B〉, |A〉}

〈~k, B|〈Ĝ+(E)〉|~k, B〉 =
E − εA − Σ+

AA

(E − εB − Σ+
BB)(E − εA − Σ+

AA) − Σ+
BA

2 , (4.12)

〈~k, A|〈Ĝ+(E)〉|~k, A〉 =
E − εB − Σ+

BB

(E − εB − Σ+
BB)(E − εA − Σ+

AA) − Σ+
BA

2 , (4.13)

〈~k, B|〈Ĝ+(E)〉|~k, A〉 =
Σ+

BA

(E − εB − Σ+
BB)(E − εA − Σ+

AA) − Σ+
BA

2 . (4.14)

V zápisu jsme zavedli nové označeńı4

Σ+
αβ = 〈α|Σ̂+|β〉 =

∑

i∈{L,R}

〈α|i〉〈β|i〉Σ+
i , (4.15)

přičemž jsme využili toho, že koeficienty 〈α|i〉 jsou reálné. Poznamenejme ještě,

že Σ+
αβ záviśı nejen na E, ale také na vlnovém vektoru ~k, přesněji na jeho kom-

ponentě kx.
Dále přejdeme do aproximace slabého rozptylu, přičemž na základě rozboru

uvedeného v předchoźı kapitole polož́ıme reálnou část selfenergie rovnou nule.
Kromě toho budeme zanedbávat veškeré nové efekty zp̊usobené nečistotami a
Γ

(w)
L,R ponecháme pouze na mı́stech, kde regularizuj́ı divergence.5 V tom př́ıpadě je

〈~k, B|〈Ĝ+(E)〉|~k, A〉 = 0 a pro diagonálńı maticové elementy středované Greenovy
funkce máme jednoduše

〈~k, B|〈Ĝ+(E)〉|~k, B〉 =
1

E − εB + iΓ
(w)
BB

, (4.16)

〈~k, A|〈Ĝ+(E)〉|~k, A〉 =
1

E − εA + iΓ
(w)
AA

. (4.17)

3V pr̊uběhu celého výpočtu byla Fermiho energie považována za konstantu, EF(B) = EF(0).
Z podrobněǰśı numerické analýzy totiž plyne, že pro použité parametry jsou změny EF o ně-
kolik řád̊u menš́ı než typická energetická škála systému, daná např́ıklad velikost́ı přeskokové
pravděpodobnosti t.

4V daľśım textu budeme dodržovat konvenci, že řecké indexy nabývaj́ı hodnot {B, A},
latinské pak hodnot {L, R}.

5Např́ıklad vodivost bude úměrná 1/Γ
(w)
L,R.

40



0 2 4 6 8 10 12

B [T]

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

g 0(B
)/

g 0(B
=

0)

Obrázek 4.2: Hustota stav̊u na Fermiho ploše v závislosti na magnetickém poli pro
vzorek B použitý v [12] (viz popis obrázku 4.1). Pro vybrané hodnoty magnetického
pole, v grafu označené šipkou, jsou vykresleny též tvary Fermiho ploch. Postupně:
obsazeny oba podpásy (B = 5T), horńı podpás vyprázdněn (B = 8,5T), okamžik

”
roztržeńı“ Fermiho ploch (B = 9,31T) a opět dva podpásy, tentokrát každý odpov́ıdá

jedné jámě (B = 10T).
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4.3 Odezva na vněǰśı elektrické pole

V této části odvod́ıme výrazy popisuj́ıćı reakci studovaného systému na vněǰśı
elektrické pole, které lež́ı v rovině jam. Vyšetř́ıme oba možné př́ıpady — ~E ⊥ ~B
a ~E ‖ ~B. Formule odpov́ıdaj́ıćı druhé orientaci vždy dostaneme zjednodušeńım
vzorc̊u pro orientaci prvńı.

4.3.1 Aproximace pro K̂

Abychom źıskali vyjádřeńı pro K̂, které odpov́ıdá naš́ı aproximaci (budeme ho
označovat K̂(w)), muśıme vyřešit (2.26) a źıskaný výsledek dosadit do (2.24).

Přitom je třeba ve zmı́něných vzorćıch nahradit LL,R limitńı hodnotou L(w)
L,R.

V soustavě rovnic (2.26) vystupuj́ı dvoudimenzionálńı stopy obsahuj́ıćı dvě
Greenovy funkce 〈Ĝ〉, např́ıklad Tr2D

(
〈i|〈Ĝ〉|j〉〈j|〈Ĝ〉|i〉

)
. Tento výraz nejprve

rozeṕı̌seme pomoćı maticových element̊u (4.16) a (4.17)

Tr2D

(

〈i|〈Ĝ〉|j〉〈j|〈Ĝ〉|i〉
)

=
∑

α,β

Tr2D

(

〈α|i〉〈β|i〉〈α|j〉〈β|j〉〈α|〈Ĝ〉|α〉〈β|〈Ĝ〉|β〉
)

(4.18)

a následně provedeme rozklad 〈α|〈Ĝ±〉|α〉 = Rα ∓ iFα, kde Rα a Fα jsou reálné
a jejich explicitńı tvar je

Rα =
E − εα

(E − εα)2 + Γ
(w)
αα

2 , Fα =
Γ

(w)
αα

(E − εα)2 + Γ
(w)
αα

2 . (4.19)

Ze vzorc̊u odvozených v dodatku D vyplývá, že vedoućı členy v rozvoji (4.18)

podle mocnin Γ
(w)
AA,BB jsou řádu 1/Γ

(w)
AA,BB a nav́ıc se vyskytuj́ı pouze u kombinace

index̊u αα a +−. Ostatńı př́ıspěvky jsou řádu o
(
1/Γ

(w)
AA,BB

)
, a pro daľśı výpočty

je tedy podstatné pouze

Aij =
1

S
Tr2D

(

〈i|〈Ĝ+〉|j〉〈j|〈Ĝ−〉|i〉
)

=
1

2π

∑

α

∫∫

d2k 〈α|i〉2〈α|j〉2 1

Γ
(w)
αα

δ(E − εα). (4.20)

Zcela analogicky lze upravit i stopy z pravých stran (2.26), načež dostaneme

Bi =
1

S
Tr2D

(

〈i|〈Ĝ+〉v̂x〈Ĝ−〉|i〉
)

=
1

2π

∑

α,j

∫∫

d2k 〈α|i〉2〈α|j〉2vxj

1

Γ
(w)
αα

δ(E − εα), (4.21)
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kde vxj je x-složka rychlosti v i-té jámě, jinými slovy

v̂x = |L〉vxL〈L| + |R〉vxR〈R|. (4.22)

Na následuj́ıćıch několika řádćıch ukážeme, že mezi právě zavedenými veli-
činami plat́ı i jiné vztahy než jen očividná identita Aij = Aji. Za t́ım účelem

rozeṕı̌seme podrobněji Γ
(w)
αα sloučeńım (4.15) a (2.29)

Γ(w)
αα =

πg0

4nS

(

〈α|L〉2L(w)
L + 〈α|R〉2L(w)

R

)

. (4.23)

Krom jiného jsme využili toho, že lokálńı hustota je polovinou celkové. Nejdř́ıve
převedeme do jiného tvaru ALR. Po rozepsáńı

〈α|R〉2 =
1

L(w)
R

(

〈α|R〉2L(w)
R + 〈α|L〉2L(w)

L

)

− L(w)
L

L(w)
R

〈α|L〉2 (4.24)

dostaneme

ALR =
2nS

π2g0L(w)
R

∑

α

∫∫

d2k 〈α|L〉2δ(E − εα) − L(w)
L

L(w)
R

ALL. (4.25)

V části prvńıho členu poznáváme levou hustotu stav̊u, po jej́ımž dosazeńı źıskáme
jednoduchý vztah

ALR =
2nS

L(w)
R

− L(w)
L

L(w)
R

ALL. (4.26)

Dı́ky symetrii plat́ı obdobná rovnice také s ARR na pravé straně, jej́ıž explicitńı
tvar očividně je

ALR =
2nS

L(w)
L

− L(w)
R

L(w)
L

ARR. (4.27)

Rovnice (4.26) a (4.27) samozřejmě implikuj́ı také souvislost mezi diagonálńımi
elementy ALL a ARR

ARR = 2
L(w)

R − L(w)
L

L(w)
R

2 nS +

(

L(w)
L

L(w)
R

)2

ALL. (4.28)

Vid́ıme tedy, že při konkrétńıch výpočtech stač́ı ze čtyř složek matice Aij určit
pouze jedinou. Podobným postupem najdeme vazbu mezi BL a BR. Použijeme-li
opět trik (4.24), bude mı́t (4.21) tvar

BR =
2nS

π2g0L(w)
R

∑

α,j

∫∫

d2k 〈α|j〉2vxjδ(E − εα) − L(w)
L

L(w)
R

BL. (4.29)
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Následně ukážeme, že přisṕıvá pouze jednoduchá druhá část. Pro vxj lze podle
(4.4) psát vxL,R = v0 ∓ vB, kde v0 =

�
kx/m

∗ a vB = edBB/2m∗. Potom je

∑

j

∫∫

d2k 〈α|j〉2vxjδ(E − εα) =

∫∫

d2k v0δ(E − εα)

+

∫∫

d2k 〈α|R〉2vBδ(E − εα) −
∫∫

d2k 〈α|L〉2vBδ(E − εα). (4.30)

Prvńı člen na pravé straně je nulový, protože integrand je v proměnné kx lichý.
Zbylé dva se právě odečtou, nebot’ oba jsou až na konstantu pravá, respektive
levá hustota stav̊u. Dı́ky tomu jsme dospěli k vyjádřeńı

BR = −L(w)
L

L(w)
R

BL. (4.31)

V této chv́ıli již máme vše připraveno na sestaveńı dvojice rovnic (2.26) v limi-
tě slabého rozptylu. Přitom budeme použ́ıvat označeńı Ki = Tr2D

(
〈i|K̂(w)|i〉

)
/S.

Snadno zjist́ıme, že K++
i a K−−

i jsou řádu o
(
1/Γ

(w)
AA,BB

)
, pro K+−

i pak prvńı
rovnice z (2.26) přejde, po použit́ı výše dokázaných identit mezi koeficienty Aij

a Bi, na tvar

L(w)
R

2nS

ALR

(
K+−

L − K+−
R

)
= BL. (4.32)

Toto už je veškerá informace, kterou můžeme źıskat, protože druhá rovnice ze
soustavy (2.26) je pouze −L(w)

L /L(w)
R násobkem vztahu (4.32). To je poněkud

překvapivé zjǐstěńı, protože zdánlivě neznáme vše, co potřebujeme. Brzy ale
ukážeme, že tomu tak neńı.

Úplně nakonec dodejme, že pokud zaměńıme v̂x za v̂y, budeme mı́t

L(w)
R

2nS

ALR

(
K+−

L − K+−
R

)
= 0, (4.33)

kde nula na pravé straně je nulou ve všech řádech Γ
(w)
AA,BB. Důvody, proč Bi

nepřisṕıvá, byly diskutovány již ve třet́ı kapitole.6

6Nyńı se mohou vynořit pochybnosti ohledně d̊ukazu nulovosti vrcholových korekćı v nepř́ı-
tomnosti magnetického pole, který byl proveden v předchoźı kapitole. Tam jsme předpokládali,
že matice soustavy (2.26) má inverzi. Skutečnost je taková, že neznáme přesný d̊ukaz korektnosti
tohoto kroku. Na druhou stranu je třeba ř́ıci, že limita slabého rozptylu je v jistém smyslu
patologická, protože jak v rovnićıch pro 〈Ĝ〉, tak pro K̂ vystupuj́ı parametry nečistot v téže

kombinaci L(w)
i . Tento fakt byl pro identity výše kĺıčový.
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4.3.2 Proudová hustota

Posledńım krokem ke vzorci pro proudovou hustotu je dosazeńı (2.24) do (3.17).

Pro přehlednost rozděĺıme j
(Ex)
x na dva př́ıspěvky — na j

(a)
x , odpov́ıdaj́ıćı jedno-

duchému decouplingu, a na vrcholovou korekci j
(b)
x . Prvńı z nich je

j(a)
x =

�
e2

2πV
Ex Tr

(

〈Ĝ+〉v̂x〈Ĝ−〉v̂x

)

(4.34)

=

�
e2

4π2D
Ex

∑

α

∫∫

d2k
[

v0 + vB

(
〈α|R〉2 − 〈α|L〉2

)]2 1

Γ
(w)
αα

δ(EF − εα),

druhý pak s využit́ım (4.32)

j(b)
x =

�
e2

2πD
Ex

∑

i

L(w)
i

2nS

K+−
i

1

S
Tr2D

(

〈i|〈Ĝ−〉v̂x〈Ĝ+〉|i〉
)

=

�
e2

2πD
Ex

L(w)
i

2nS

BL

(
K+−

L − K+−
R

)
=

�
e2

2πD
Ex

L(w)
L

L(w)
R

B2
L

ALR

. (4.35)

V př́ıpadě j
(Ey)
y se vrcholová korekce podle (4.33) neuplatńı, a je tedy jednoduše

j(Ey)
y = j(a)

y =

�
e2

4π2D
Ey

∑

α

∫∫

d2k v2
y

1

Γ
(w)
αα

δ(EF − εα). (4.36)

4.3.3 Přesun náboje

Protože K++
R je řádu o

(
1/Γ

(w)
AA,BB

)
, je z (3.56) relevantńı pouze prvńı člen

δQ
(Ex)
R =

�
e2

2π
Ex Tr

(

K̂+−P̂R

)

=

�
e2S

2π
ExK

+−
R . (4.37)

V tomto vzorci vystupuje samostatně K+−
R , jehož vyjádřeńı neznáme. Přesto

máme řešeńı na dosah ruky. Pro změnu náboje v levé jámě totiž analogicky plat́ı

δQ
(Ex)
L =

�
e2S

2π
ExK

+−
L , (4.38)

což spolu s identitou (1.35) vynucuje K+−
L = −K+−

R . Kombinaćı s rovnićı (4.32)
pak źıskáváme

K+−
L =

nSBL

L(w)
R ALR

, K+−
R =

nSBR

L(w)
L ALR

, (4.39)

načež můžeme psát

δQ
(Ex)
R =

�
e2S

2π
Ex

nSBR

L(w)
L ALR

. (4.40)

Co se týče transportu podél magnetického pole, k žádnému přeuspořádáńı náboje
nedojde, nebot’ tehdy je K+−

i = 0. Źıskaný výsledek nepřekvapuje, protože tato
konfigurace se př́ılǐs nelǐśı od př́ıpadu, kdy magnetické pole př́ıtomno neńı.
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4.4 Odezva na př́ıčné vnitřńı pole

Při diskusi vlivu př́ıčného pole se formálně omeźıme pouze na systém bez nečistot.
Protože veškerá lineárńı odezva vyjde konečná, znamená to, že vedoućı řád v roz-
voji podle Γ v okoĺı nuly je O(Γ0). Odtud plyne, že ponecháńı pouze zmı́něných
člen̊u je konzistentńı s předchoźım postupem.

4.4.1 Proudová hustota

Př́ımočarými úpravami dospějeme od (1.43) ke tvaru

j(W )
x =

e

2π2D
W
∑

α,β,i

∫∫

d2k

× 〈α|R〉〈β|R〉〈α|i〉〈β|i〉vxifFD(εα)
[
G−

0β(εα) + G+
0β(εα)

]
, (4.41)

kde si podrobněji všimneme výrazu v závorce. Podstatné je, že v obou Greenových
funkćıch vystupuje totéž regularizačńı ε, jak je zřejmé z odvozeńı v prvńı kapitole.
Dı́ky tomu plat́ı

G−
0β(εα)+G+

0β(εα) =
1

εα − εβ − iε
+

1

εα − εβ + iε
=







2

εα − εβ

, εα 6= εβ,

0, εα = εβ,
(4.42)

načež výsledná formule pro proudovou odezvu je

j(W )
x = − e

π2D
W
∑

i

∫∫

d2k

× 〈B|R〉〈A|R〉〈B|i〉〈A|i〉vxi

1

εA − εB

[fFD(εB) − fFD(εA)] . (4.43)

Při nulové teplotě jde o integrál přes oblast ohraničenou z jedné strany kom-
ponentou Fermiho plochy odpov́ıdaj́ıćı vazebnému podpásu, z druhé strany pak
komponentou odpov́ıdaj́ıćı podpásu nevazebnému. Protože rozd́ıl εA − εB záviśı
pouze na kx, je integrace přes složku ky triviálńı a do numerického výpočtu opět
vstupuje pouze jednorozměrný integrál.

4.4.2 Přesun náboje

Zcela stejným postupem je možno upravit i (1.44), popisuj́ıćı nab́ıjeńı pravé jámy.
Po několika kroćıch dostáváme

δQ
(W )
R = −eS

π2
W

∫∫

d2k 〈B|R〉2〈A|R〉2 1

εA − εB

[fFD(εB) − fFD(εA)] . (4.44)
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4.5 Selfkonzistentńı podmı́nka

Na předchoźıch stránkách jsem ukázali, že vněǰśı pole Ex zp̊usob́ı kromě proudu
jx také přeuspořádáńı elektron̊u v systému. To znamená, že se změńı Hartreeho
člen v potenciálu a objev́ı se př́ıčné elektrické pole Ez. Pro výpočet tohoto Hallova
pole použijeme tentýž model jako ve třet́ı kapitole, kde jsme předpokládali, že
elektrony jsou lokalizovány v tenkých rovinách, vzdálených od sebe dE. Za těchto
okolnost́ı je

Ez = − 1

εS

(

δQ
(Ex)
R + δQ

(W )
R

)

, (4.45)

přičemž W = −edEEz. Dále zavedeme koeficienty úměrnosti q
(Ex)
R a q

(Ez)
R definič-

ńımi vztahy
δQ

(Ex)
R = q

(Ex)
R SEx, δQ

(W )
R = q

(Ez)
R SEz, (4.46)

s použit́ım kterých lze řešeńı selfkonzistentńı podmı́nky (4.45) zapsat v jednodu-
chém tvaru

Ez = − q
(Ex)
R

q
(Ez)
R + ε

Ex. (4.47)

4.6 Tenzor vodivosti

Složku σyy tenzoru vodivosti už máme prakticky spoč́ıtanou, stač́ı vydělit výraz
(4.36) velikost́ı elektrického pole Ey

σyy =

�
e2

4π2D

∑

α

∫∫

d2k v2
y

1

Γ
(w)
αα

δ(EF − εα). (4.48)

Pro určeńı σxx muśıme udělat v́ıc. Je třeba seč́ıst př́ıspěvky (4.34), (4.35) a přidat
(4.43), kam bylo předt́ım dosazeno W = −edEEz s Ez daným podle (4.47). Tak
nakonec źıskáme

σxx =

�
e2

4π2D

∑

α

∫∫

d2k
[

v0 + vB

(
〈α|R〉2 − 〈α|L〉2

)]2 1

Γ
(w)
αα

δ(EF − εα)

+

�
e2

2πD

L(w)
L

L(w)
R

B2
L

ALR

− e2dE

π2D

q
(Ex)
R

q
(Ez)
R + ε

∑

i

∫∫

d2k

× 〈B|R〉〈A|R〉〈B|i〉〈A|i〉vxi

1

εA − εB

[fFD(εB) − fFD(εA)] . (4.49)

Na následuj́ıćı straně jsou pro srovnáńı uvedeny naměřené hodnoty vodi-
vost́ı (obrázek 4.3), spolu s odpov́ıdaj́ıćımi teoretickými závislostmi (obrázek
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4.4). Kromě kvalitativńı shody v podstatných rysech vid́ıme, že se elektrony
skutečně přesouvaj́ı do pravé jámy, jak jsme předpokládali již v úvodu této práce.
Také kladný hallovský př́ıspěvek k vodivosti lze pochopit na základě jednoduché
představy o driftovém pohybu nabité částice ve zkř́ıžených poĺıch ~Ez ⊥ ~B.

Za zmı́nku rovněž stoj́ı fakt, že hodnota σxx,yy(B → ∞)/σxx,yy(B = 0) přesně
odpov́ıdá poměru ρres/ρoff = 1, 125 poč́ıtanému podle (3.43) při r = 2. Lze tedy
mluvit o tom, že magnetické pole potlačuje tunelováńı mezi jámami.
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Obrázek 4.3: Experimentálně zjǐstěná závislost vodivosti na podélném magnetickém
poli ([12], vzorek B).
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Obrázek 4.4: Vypočtená závislost vodivosti na magnetickém poli pro tentýž vzorek,
k jakému se vztahuje obrázek 4.3. Parametry modelu byly uvedeny již v popisu

obrázku 4.1, zde nav́ıc dE = dB = 135 Å a L(w)
L /L(w)

R = 2. Př́ıpad ~B ⊥ ~E bez
uvážeńı polarizačńıch efekt̊u odpov́ıdá výpočt̊um provedeným v [16], které vycházej́ı
z Boltzmannovy rovnice. Vložený graf ukazuje přebytek záporného náboje v pravé
jámě, který je v souladu s intuitivńımi úvahami z úvodu této práce.

49



Závěr

Pro nulové magnetické pole se nám podařilo za poměrně málo omezuj́ıćıho před-
pokladu EF � |Σ| dospět až k výsledk̊um analytickou cestou. Dı́ky tomu je
snadno př́ıstupný charakter závislosti vodivosti na přeskokové pravděpodobnosti
t a na parametru popisuj́ıćım nesymetrii dvojjámy ∆. Následně je možný hlubš́ı
vhled do problematiky odporové rezonance, než jaký je obyčejně prezentován
([11], [14]). Zjistili jsme, že rezonance má lorentzovský charakter a že ve struktuře
s hradlem jej́ı maximum neodpov́ıdá přesně symetrické dvojjámě.

V př́ıpadě podélného magnetického pole jsme už byli i v použitém jedno-
duchém modelu donuceni přistoupit k numerickým výpočt̊um. V d̊usledku toho
nejsou źıskané výsledky tak pr̊uzračné. Také podrobněǰśı srovnáńı naš́ı teorie
se stávaj́ıćımi experimenty a posouzeńı, zda vypočtený vliv př́ıčné polarizace
na vodivost σxx kvantitativně odpov́ıdá naměřeným závislostem, je z několika
d̊uvod̊u velmi obt́ıžné.

• Vodivost vykazuje výraznou anizotropii vzhledem k vzájemnému směru
vněǰśıho elektrického pole ~E a magnetického pole ~B. Do této anizotropie
však naneštěst́ı nepřisṕıvaj́ı pouze hallovské efekty, ale významnou měrou
též komplikovaný tvar Fermiho plochy (obrázek 4.2).

• Náš jednoduchý model selhává pro silné magnetické pole, kdy jeho vliv neńı
zanedbatelný d́ıky konečné tloušt’ce jednotlivé jámy. Tehdy z̊ustane Fermiho
plocha (a s ńı i vodivost) anizotropńı i v př́ıpadě, kdy je tunelováńı mezi
jámami magnetickým polem zcela potlačeno.

• Aby bylo zcela jasné, co přesně popisuj́ı naměřená data, museli bychom
podrobněji rozebrat efekty v okoĺı makroskopických kontakt̊u. Protože zmı́-
něná problematika zcela jistě vybočuje mimo rámec této práce, omeźıme se
pouze na konstatováńı, že do změřeného odporu přisṕıvá jak odpor podélný,
tak i hallovský.

Pro skutečné vyjasněńı, jak velké Hallovo pole v reálné kvantové dvojjámě vzniká,
by bylo třeba meřit př́ıčné efekty př́ımo. Nab́ıźı se sledováńı kapacity mezi hrad-
lem a dvojvrstvou, k jej́ımž změnám v závislosti na poĺıch ~E a ~B jistě d́ıky
přesunu náboje docháźı.
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Ilustrace vlivu vrcholových korekćı pro tytéž parametry, s jakými byl poč́ıtán i obrázek
4.4. Závislosti se týkaj́ı pouze prvńıch dvou člen̊u v (4.49), polarizačńı efekty jsou
ponechány stranou.

Vrát́ıme-li se nakonec k teoretickému aspektu naš́ı práce, můžeme uzavř́ıt,
že jsme vytvořili vnitřně konzistentńı teorii zahrnuj́ıćı polarizačńı efekty v apro-
ximaci náhodných fáźı (RPA). Jejich chováńı (směr vzniklého př́ıčného pole a
zvětšeńı vodivosti) přitom podle očekáváńı odpov́ıdá pohybu elektronu ve zkř́ıže-
ném elektrickém a magnetickém poli. Modelové výpočty ukazuj́ı, že vliv hallovské-
ho pole je překvapivě silný.

Taktéž velmi výrazný je př́ıspěvek vrcholových korekćı pro vodivost σxx, které
nevymiźı, protože magnetické pole narušuje symetrii

vx

(
−~k
)

= −vx

(
~k
)
.
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Dodatek A

Jednoelektronová matice hustoty

Jednoelektronovou matici hustoty zavedeme standardńım vztahem

f̂ =
∑

m,n

|m〉TrFock

(
ĉ†nĉmρ̂Fock

)
〈n|, (A.1)

kde |m〉, |n〉 jsou stavy z jednoelektronového Hilbertova prostoru H a ρ̂Fock je
mnohočásticová matice hustoty. V celém dodatku budeme předpokládat, že máme
hamiltonián tvaru

ĤFock =
∑

i

Ĥi =
∑

m,n

〈m|Ĥ|n〉ĉ†mĉn. (A.2)

Středńı hodnoty operátor̊u
Pro kvantově mechanickou středńı hodnotu operátoru ÂFock =

∑

i Âi můžeme
ihned napsat jednoduchý výsledek

A = TrFock

(

ÂFockρ̂Fock

)

=
∑

m,n

〈m|Â|n〉TrFock

(
ĉ†mĉnρ̂Fock

)

︸ ︷︷ ︸

〈n|f̂ |m〉

= Tr
(

Âf̂
)

. (A.3)

Časový vývoj matice hustoty
Mnohočásticová matice hustoty ρ̂Fock se vyv́ıj́ı podle Liouvillovy rovnice

dρ̂Fock

dt
=

1

i
�

[

ĤFock, ρ̂Fock

]

, (A.4)

ze které snadno dostaneme

df̂

dt
=

1

i
�

∑

m,n

|m〉TrFock

(

ĉ†nĉm

[

ĤFock, ρ̂Fock

])

〈n|. (A.5)
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Dosad́ıme-li za hamiltonián podle (A.2) a využijeme-li cykličnosti stopy, máme

df̂

dt
=

1

i
�

∑

m,n,k,l

|m〉〈k|Ĥ|l〉TrFock

([

ĉ†nĉm, ĉ†kĉk

]

ρ̂Fock

)

〈n|, (A.6)

kam za komutátor můžeme dosadit vyjádřeńı
[

ĉ†nĉm, ĉ†kĉk

]

= ĉ†nĉlδmk − ĉ†kĉmδnl, (A.7)

o jehož platnosti se přesvědč́ıme použit́ım antikomutačńı relace {ĉm, ĉ†n} = δmn.
Po několika př́ımočarých algebraických úpravách již źıskáme

df̂

dt
=

1

i
�

[

Ĥ, f̂
]

. (A.8)

Rovnovážná matice hustoty
Od této chv́ıle budeme překpokládat, že |m〉 jsou vlastńı stavy jednoelektronové-
ho hamiltoniánu Ĥi, př́ıslušej́ıćı vlastńım hodnotám εm.

Termodynamické rovnováze odpov́ıdá grandkanonická matice hustoty

ρ̂Fock =
1

ZG

e−β(ĤFock−µN̂), (A.9)

kde ZG označuje partičńı sumu

ZG = TrFock

(

e−β(ĤFock−µN̂Fock)
)

= TrFock

(

e−β � n(εp−µ)ĉ†p ĉp

)

=
∏

p

(
1 + e−β(εp−µ)

)
. (A.10)

Zcela analogicky vypočteme též maticové elementy jednoelektronové matice hus-
toty

〈m|f̂rovn.|n〉 =
∏

p

(
1 + e−β(εp−µ)

)−1
TrFock

(

ĉ†nĉme−β � n(εp−µ)ĉ†p ĉp

)

= δm,n

∏

p

(
1 + e−β(εp−µ)

)−1
e−β(εn−µ)

∏

p6=n

(
1 + e−β(εp−µ)

)

= δm,n

1

eβ(εn−µ) + 1
. (A.11)

Ve zkráceném tvaru tedy můžeme psát

f̂rovn. =
1

eβ(Ĥ−µ) + 1
= fFD(Ĥ). (A.12)
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Dodatek B

Identita pro (1.14) a (1.38)

V tomto dodatku ukážeme, že v termodynamické limitě plat́ı

∫ 0

−∞

dt εe(iω+ε)t Tr
(

fFD(Ĥ)
[

ÂI(t), B̂
])

= 0. (B.1)

Výraz nejprve přeṕı̌seme na tvar

∫ 0

−∞

dt εe(iω+ε)t

∫

dE

∫

dE ′ e
i� (E−E′)t

×
[

fFD(E) − fFD(E ′)
]

Tr
[

δ(E − Ĥ)Âδ(E ′ − Ĥ)B̂
]

, (B.2)

načež provedeme časovou integraci

∫

dE

∫

dE ′ i
�
ε

E ′ − E − �
ω + i

�
ε

×
[

fFD(E) − fFD(E ′)
]

Tr
[

δ(E − Ĥ)Âδ(E ′ − Ĥ)B̂
]

. (B.3)

V limitě ε → 0+ nakonec máme
∫

dE

∫

dE ′ δE′,E+ � ω

[

fFD(E) − fFD(E ′)
]

Tr
[

δ(E − Ĥ)Âδ(E ′ − Ĥ)B̂
]

. (B.4)

Pokud ω = 0, je integrand nulový a splněńı identity (B.1) je očividné. V opačném
př́ıpadě je situace složitěǰśı. Integrál (B.4) s jistotou vymiźı pouze v př́ıpadě, že

nosič δE′,E+ � ω je mı́ry nula v̊uči nosiči výrazu Tr
[

δ(E − Ĥ)Âδ(E ′ − Ĥ)B̂
]

. Toto

je pravda v termodynamické limitě (V → ∞), v ńıž je spektrum hamiltoniánu
spojité.
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Dodatek C

Poznámky k integraci po
Fermiho liníıch

Analytické úpravy ve čtvrté kapitole vedou k integrál̊um typu
∫∫

d2k φ(kx, ky) δ
(
E − ε(kx, ky)

)
, (C.1)

které je třeba poč́ıtat numericky. Dále uvedeme jednu z metod, jak tuto inte-
graci provést.1 Předně označ́ıme Ci ty intervaly na ose kx, pro které má rovnice
ε(kx, k̃y) = E řešeńı k̃y(kx), a zavedeme symboly kmin

xi a kmax
xi pro dolńı a horńı

hranici těchto interval̊u. Po integraci v proměnné ky máme

2
∑

i

∫ kmax

xi

kmin

xi

dkx φ(kx, k̃y)
1

∣
∣
∣
∣

∂ε(kx, ky)

∂ky

∣
∣
∣
∣
ky=k̃y

=
2m∗

�
2

∑

i

∫ kmax

xi

kmin

xi

dkx φ(kx, k̃y)
1

k̃y

, (C.2)

přičemž jsme pro ε(kx, ky) použili vyjádřeńı (4.5). Koeficient 2 se objevuje proto,
že ke každému řešeńı k̃y(kx) existuje též řešeńı −k̃y(kx), jak plyne z (4.5). Protože
plat́ı k̃y(k

min
xi ) = k̃y(k

max
xi ) = 0, vid́ıme, že źıskaný integrand na integračńıch

meźıch diverguje. Tyto singularity snadno odstrańıme substitućı

kx =
1

2

(
kmax

xi + kmin
xi

)
+

1

2

(
kmax

xi − kmin
xi

)
cos(ϕ), (C.3)

d́ıky ńıž přejde upravovaný integrál na tvar

m∗

�
2

∑

i

(
kmax

xi − kmin
xi

)
∫ 0

−π

dϕ φ(kx, k̃y)
sin(ϕ)

k̃y

, (C.4)

1Je třeba poznamenat, že uvedený postup selhává v př́ıpadě, kdy má Fermiho plocha tvar
odpov́ıdaj́ıćı roztržeńı na dva pásy (viz obrázek 4.2). Tehdy integrál (C.1) diverguje d́ıky singu-
laritě integrandu v bodě (kx, ky) = (0, 0). Protože tato situace nastává pro každý vzorek vždy
pouze pro jednu jedinou hodnotu magnetického pole, která nemá pro naše úvahy žádný zvláštńı
význam, jednoduše ji pomineme.
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kde k̃y, kx je třeba chápat jako funkce proměnné ϕ. Nyńı již lze použ́ıt jakoukoli
integračńı proceduru ([18]), použ́ıvaj́ıćı otevřený vzorec (integrand je na inte-
gračńıch meźıch definován jako limita typu 0/0).
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Dodatek D

Vzorce pro aproximaci Γ → 0

Zde doplńıme chyběj́ıćı článek úprav výraz̊u typu (4.18), které byly prováděny
ve čtvrté kapitole. Všude budeme předpokládat, že testovaćı funkce ϕ je na
uzavřeném intervalu 〈−R, R〉 spojitá včetně své prvńı derivace a že Γ je kladné
č́ıslo.

Tvrzeńı: ∫ R

−R

Γ

x2 + Γ2
ϕ(x)dx = πϕ(0) + o(Γ0) (D.1)

Důkaz: V prvńım kroku vypočteme normu

NΓ,R =

∫ R

−R

Γ

x2 + Γ2
dx = 2 arctan

(
R

Γ

)

,

jej́ıž limita při Γ → 0 je očividně π. V druhém kroku odhadneme velikost zbytku

∣
∣
∣
∣

∫ R

−R

Γ

x2 + Γ2
ϕ(x)dx − πϕ(0)

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

∫ R

−R

Γ

x2 + Γ2

[

ϕ(x) − π

NΓ,R

ϕ(0)

]

dx

∣
∣
∣
∣
.

V integračńım oboru vyděĺıme ε-ové okoĺı nuly. Potom je zbytek jistě menš́ı nebo
roven než

∫

〈−R,ε〉∪〈ε,R〉

Γ

x2 + Γ2

∣
∣
∣
∣
ϕ(x) − π

NΓ,R

ϕ(0)

∣
∣
∣
∣
dx +

∫ ε

−ε

Γ

x2 + Γ2

∣
∣
∣
∣
ϕ(x) − π

NΓ,R

ϕ(0)

∣
∣
∣
∣
dx

≤ 2R
Γ

ε2
max
〈−R,R〉

∣
∣
∣
∣
ϕ(x) − π

NΓ,R

ϕ(0)

∣
∣
∣
∣
+ NΓ,ε max

〈−ε,ε〉

∣
∣
∣
∣
ϕ(x) − π

NΓ,R

ϕ(0)

∣
∣
∣
∣
.

Nyńı již můžeme provést limitu Γ → 0, v ńıž se prvńı člen neuplatńı

lim
Γ→0

∣
∣
∣
∣

∫ R

−R

Γ

x2 + Γ2
ϕ(x)dx − πϕ(0)

∣
∣
∣
∣
≤ π max

〈−ε,ε〉
|ϕ(x) − ϕ(0)| < δ.
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Dı́ky spojitosti ϕ v okoĺı 0 je vždy možno k libovolně malému δ naj́ıt př́ıslušné ε,
odkud plyne, že zbytek v uvedené limitě nepřisṕıvá.

Toto bylo sṕı̌se pomocné tvrzeńı, které použijeme v některých d̊ukazech dále.
Daľśı tři vzorce se už př́ımo týkaj́ı integrál̊u obsahuj́ıćıch 〈α|〈Ĝ〉|α〉〈α|〈Ĝ〉|α〉.

Tvrzeńı: (FαFα)
∫ R

−R

Γ2

(x2 + Γ2)2 ϕ(x)dx =
π

2Γ
ϕ(0) + o(1/Γ) (D.5)

Důkaz: Použijeme totéž schéma jako v př́ıpadě d̊ukazu (D.1). Norma je

NΓ,R =

∫ R

−R

Γ2

(x2 + Γ2)2dx =
1

Γ
arctan

(
R

Γ

)

+
R

R2 + Γ2
=

π

2Γ
+ o(1/Γ)

a pro zbytek násobený Γ lze ukázat nerovnost

Γ

∣
∣
∣
∣

∫ R

−R

Γ2

(x2 + Γ2)2ϕ(x)dx − π

2Γ
ϕ(0)

∣
∣
∣
∣

≤ 2R
Γ3

ε4
max
〈−R,R〉

∣
∣
∣
∣
ϕ(x) − π

2ΓNΓ,R

ϕ(0)

∣
∣
∣
∣
+ ΓNΓ,ε max

〈−ε,ε〉

∣
∣
∣
∣
ϕ(x) − π

2ΓNΓ,R

ϕ(0)

∣
∣
∣
∣
.

Nakonec provedeme limitu Γ → 0, ve které prvńı člen na pravé straně opět
nepřispěje a druhý můžeme učinit libovolně malým.

lim
Γ→0

Γ

∣
∣
∣
∣

∫ R

−R

Γ2

(x2 + Γ2)2ϕ(x)dx − π

2Γ
ϕ(0)

∣
∣
∣
∣
≤ π

2
max
〈−ε,ε〉

|ϕ(x) − ϕ(0)| < δ

Tvrzeńı: (RαRα)
∫ R

−R

x2

(x2 + Γ2)2 ϕ(x)dx =
π

2Γ
ϕ(0) + o(1/Γ) (D.8)

Důkaz: Tento př́ıpad se od předchoźıho lǐśı jen v nepodstatných členech normy,
která je

NΓ,R =

∫ R

−R

x2

(x2 + Γ2)2dx =
1

Γ
arctan

(
R

Γ

)

− R

R2 + Γ2
=

π

2Γ
+ o(1/Γ).

Tvrzeńı: (FαRα)
∫ R

−R

xΓ

(x2 + Γ2)2 ϕ(x)dx =
π

2

dϕ

dx
(0) + o(Γ0) = o(1/Γ) (D.10)
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Důkaz: Abychom ukázali platnost tohoto vzorce, provedeme integraci per-partes

∫ R

−R

xΓ

(x2 + Γ2)2ϕ(x)dx = −1

2

[
Γ

x2 + Γ2
ϕ(x)

]R

−R

+
1

2

∫ R

−R

Γ

x2 + Γ2

dϕ

dx
(x)dx

a na druhý člen následně použijeme (D.1). T́ım je d̊ukaz hotov, protože prvńı
část je řádu O(Γ).

Nakonec dokážeme tři identity, které se od předchoźıch lǐśı pouze t́ım, že jed-
notlivé Fα, Rβ nejsou lokalizované v okoĺı stejného bodu. Tento př́ıpad odpov́ıdá

člen̊um obsahuj́ıćım kombinaci 〈α|〈Ĝ〉|α〉〈β|〈Ĝ〉|β〉, α 6= β.

Tvrzeńı: (FαFβ)

∫ R

−R

Γ0

x2 + Γ2
0

Γa

(x − a)2 + Γ2
a

ϕ(x)dx = O(Γ0, Γa) (D.12)

Důkaz: Pro určitost předpokládejme, že a > 0. Potom můžeme interval 〈−R, R〉
rozdělit na dvě části 〈−R, b〉 a 〈b, R〉, z nichž jedna obsahuje 0 a druhá bod a.
V daľśım se stač́ı omezit pouze na jeden z těchto interval̊u, zvolme prvńı. Pro
absolutńı hodnotu integrálu přes interval 〈−R, b〉 máme

∣
∣
∣
∣

∫ b

−R

Γ0

x2 + Γ2
0

Γa

(x − a)2 + Γ2
a

ϕ(x)dx

∣
∣
∣
∣
≤ Γa

(a − b)2

∫ b

−R

Γ0

x2 + Γ2
0

|ϕ(x)|dx = O(Γa),

kde jsme v posledńım kroku použili (D.1).

Tvrzeńı: (RαRβ)

∫ R

−R

x

x2 + Γ2
0

x − a

(x − a)2 + Γ2
a

ϕ(x)dx = o(1/Γ0, 1/Γa) (D.14)

Důkaz: Stejně jako v předchoźım př́ıpadě rozděĺıme integračńı obor na dva pod-
intervaly a soustřed́ıme se pouze na jeden z nich.

∣
∣
∣
∣

∫ b

−R

x

x2 + Γ2
0

x − a

(x − a)2 + Γ2
a

ϕ(x)dx

∣
∣
∣
∣
≤ 2

a − b
max
〈−R,R〉

|ϕ(x)|
∫ R

0

x

x2 + Γ2
0

dx

=
2

a − b
max
〈−R,R〉

|ϕ(x)|
[
1

2
ln(R2 + Γ2

0) − ln Γ0

]

Vedoućı člen obsahuje ln Γ0, a je tedy řádu o(1/Γ0), nebot’ Γ0 ln Γ0 → 0 v limitě
Γ0 → 0.
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Tvrzeńı: (FαRβ)

∫ R

−R

Γ0

x2 + Γ2
0

x − a

(x − a)2 + Γ2
a

ϕ(x)dx = O(Γ0
0) + o(1/Γa) (D.15)

Důkaz: Na intervalu 〈−R, b〉 provedeme odhad analogicky jako u (D.12)

∣
∣
∣
∣

∫ b

−R

Γ0

x2 + Γ2
0

x − a

(x − a)2 + Γ2
a

ϕ(x)dx

∣
∣
∣
∣
≤ 1

a − b

∫ b

−R

Γ0

x2 + Γ2
0

|ϕ(x)|dx = O(Γ0
0),

na intervalu 〈b, R〉 je zase situace obdobná př́ıpadu (D.14)

∣
∣
∣
∣

∫ R

b

Γ0

x2 + Γ2
0

x − a

(x − a)2 + Γ2
a

ϕ(x)dx

∣
∣
∣
∣
≤ Γ0

b2
max
〈−R,R〉

|ϕ(x)|
∫ R

0

x

x2 + Γ2
a

dx

=
Γ0

b2
max
〈−R,R〉

|ϕ(x)|
[
1

2
ln(R2 + Γ2

a) − ln Γa

]

= o(1/Γa).
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