Kapitola 5

Zaklady statistického popisu
termodynamiky

5.1 Zakladni teoretické pojmy a formalismus statis-
tické mechaniky

Cilem termodynamiky je popis a pochopeni chovani makroskopickych systému, které
jsou v rovnovéaze s tepelnym rezervoarem. Termodynamika sama o sobé nemuze zduvod-
nit, odkud se berou zakladni zédkonitosti a zda jsou v souladu s mikroskopickou dyna-
mikou elementarnich objektu, ze kterych se makroskopické objekty, jako zakladni ele-
menty termodynamického popisu, sklddaji. Prvni termodynamicky zakon je samoziejmé
piimym dusledkem zakona zachovani energie v makroskopickych podminkach. K jeho
prijeti nepotiebujeme blizsi znalost mikroskopické dynamiky. Prijeti druhého termody-
namického zakona a nevratnosti v termodynamice je méné piimocaré.

Podstatné pro termodynamicky popis je to, ze relevantni ¢asova skala, na které pozo-
rujeme makroskopické déje, je mnohem vétsi nez ¢asové skaly mikroskopickych procesu
elementarnich objektu, ze kterych se makroskopicka télesa skladaji. Takze makrosko-
picky rovnovazny stav neznamend vymizeni mikroskopické dynamiky, ale pouze nezavis-
lost makroskopickych parametru na dynamickych fluktuacich mikroskopickych velicin.
Termodynamicka rovnovaha z mikroskopického hlediska je tedy kvazistacionarni stav,
kde jsou mikroskopické dynamické fluktuace efektivné vystfedovany. To znamena, ze
¢asovy vyvoj v termodynamice jiz neni ¢asovym vyvojem mikroskopickych objektt, ale
vyvojem velicin vystfedovanych ptes mikroskopické fluktuace. Takze v termodynamice
nelze ani ocekavat, ze odvodime z prvnich mikroskopickych principtu dynamiku termody-
namickych stavi. Nicméné i tak je dulezité zjistit, do jaké miry jsou dusledky nevratnosti
z druhého termodynamického zakona v souladu s mikroskopickou dynamikou.

Treti termodynamicky zakon je v termodynamice ¢isté empiricka zalezitost a k jeho
hlubsimu pochopeni potiebujeme znat detaily mikroskopické dynamiky, hlavné pak
makroskopickymi dusledky rozdilu mezi klasickou a kvantovou mikroskopickou dyna-
mikou.

V neposledni tadé k uplnému termodynamickému popisu potfebujeme znat sta-
vové rovnice. Bez mikroskopického zakladu tyto rovnice lze pouze postulovat z expe-
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rimentalnich pozorovani. Abychom omezili zavislost termodynamického popisu na em-
pirickych a fenomenologickych vstupnich parametrech, pokusime se dospét k termo-
dynamickym zdkonum a termodynamickému popisu z mikroskopické dynamiky. Tento
postu rozdélime do dvou c¢asti. Nejdiive se pokusime vybudovat termodynamiku v ramci
klasické dynamiky ¢astic a pozdéji pak termodynamiku kvantovych systému. Prvni krok
je jednodussi a je dostatecny pro vysokoteplotni déje. Kdezto druhy, uplnéjsi postup je
nezbytny pro spravny nizkoteplotni popis termodynamické rovnovahy.

Zakladni reprezentacni prostory pro klasickou a kvantovou mechaniku jsou ruzné. V
prvnim postupu budeme vychazet z klasické hamiltonovské mechaniky a z ni vyplyvajictho
statistického popisu ne plné mikroskopicky charakterizovatelného souboru mnoha ¢astic.
Tak vytvorime ramec klasické statistické mechaniky. Jejim cilem je vytvorit mik-
rskopické modely pro stavové rovnice termodynamického popisu.

5.1.1 Fazovy prostor, mikroskopické a makroskopické stavy

Statitickd mechanika (fyzika) se zabyva popisem souboru N hmotnych ¢éstic, jejichz
dynamika se f{di zédkony budto klasické nebo kvantové mechaniky. I kdyz kvantova
mechanika je obecnéjsi nez mechanika klasicka, presto z pedagogickych duvodu nejdrive
rozebereme statisticky popis klasickych ¢astic.

N Kklasickych ¢éstic je popsdno 3N soutadnicemi (z1,y1,21,...) a 3N hybnostmi
(Pw1, Py1, P21, - - - ). Tzn. ze stavu N Eéstic odpovidd bod v 6 N-rozmérném fazovém pro-
storu. Obecné tento bod oznacime X = (qu,...,q3n,P1,---,03n) € RN, Pohybové
rovnice pro tento bod jsou Hamiltonovy rovnice
:a—H,pk:—a—H,k:1,2,...,3N (5.1)

Opr, Oqk

Jelikoz Hamiltonovy rovnice jsou diferencidlnimi rovnicemi 1. fddu, potom pohyb
hmotného bodu X v ¢ase t je plné uréen pocdtecni hodnotou X° v case t = 0. Fazovy
prostor je tedy geometrickym prostorem transformujicim vyvoj N-¢asticového systému
do geometrické trajektorie. Ve statistické fyzice se budeme zabyvat pouze hamiltoniany,
které vedou na jednoznac¢né trajektorie (vylouceny tedy jsou tzv. bifurkace dynamickych
trajektorif).

Nejjednodussim prikladem fazového prostoru je fazova rovina (gp). Typickymi tra-
jektoriemi zde jsou harmonicky oscilator popsany elipsami pripadné pohyb c¢astice v
potencidlové jame (pravouhelnik).

Bodem v 6N-rozmérném fazovém prostoru budeme nazyvat mikroskopickym sta-
vem. Tento stav je jednoznacné urcen 6N soufadnicemi ve fazovém prostoru. V praxi
je vSak nemozné urcit vsech 6NV parametru jednoznacné definujici evoluci N-¢ésticového
systému. Jelikoz jsme schopni experimentalné urcit pouze nékteré charakteristiky systému
(globalni integraly pohybu jako je napf. energie), potom nemame dostateény pocet
proménnych, pomoci kterych bychom rozlisili jednotlivé mikroskopické stavy. Proto ne
jednotlivé mikroskopické stavy jsou pro nas dulezité, ale spise soubory mikroskopickych
stavu, které vyhovuji uré¢itym makroskopickym podminkdm (napt. maji stejnou energii,
atd.) a které nazyvame makroskopické stavy. Ukolem fyzikaln{ teorie je ze zadanych ex-
perimentalnich faktu zkonstruovat dynamické rovnice pro fundamentalni objekty daného
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problému. Fundamentalnimi objekty jsou takové veliciny, které se daji dostupnymi (ex-
perimentalnimi) prostiedky rozlisit.

Jelikoz v systémech s mnoha ¢asticemi jsme schopni rozlisovat pouze makroskopické
veli¢iny, jsou fundamentalni objekty statistické mechaniky makroskopické stavy.

5.1.2 Statisticky popis, fazova kapalina, Liouvilleav teorém

Mechanika, kde elementarnimi objekty jsou makroskopické stavy, se stava statistickou
teorii, statistickou mechanikou. Makroskopickymi stavy totiz do mechaniky vstupuje te-
orie pravdépodobnosti, nebot vSechny mikroskopické stavy, které odpovidaji jedinému
makroskopickému stavu, jsou z hlediska statistické mechaniky ekvivalentni, a tedy ne-
rozlisitelné. Tzn. statisticky popis ma v mechanice za cil popsat vyvoj netuplné ur¢eného
mechanického systému.

Predpokladejme nyni, ze makroskopicky stav je popsan souborem makroskopickych
veli¢in, funkei na 6 N-rozmérném prostoru Fi(z),..., F,(x), pficemz n < N. Potom
makroskopickym stavem ® = (fy,..., f,) je ¢ast fdzového objemu 'y dand vzorem
bodu ® € R" | tj.

Lo = {F7 (f) N Fy (f2) - BN (Fn)} (5.2)

Tzn. makroskopicky stav neurc¢uje mikroskopické souradnice ve fazovém prostoru
jednoznac¢né. Souradnice ve fazovém prostoru X jsou nahodné veli¢iny a musime prejit
na statisticky popis.

Od kazdé fyzikalni teorie ocekavame, ze je schopna determinovat vyvoj elementarnich
objektu. Tak i statistickd mechanika, jakozto fyzikalni teorie, musi nalézt dynamickou
rovnici pro makroskopické stavy nebo funkci na makroskopickych stavech. Touto rovnici
je Liouvilleova rovnice, kterd je dynamickou rovnici pro fazovou kapalinu. Jak jsme vidéli,
tak makroskopické velic¢iny jsou ndhodnymi proménnymi. Jevy jsou jednotlivé mikrosko-
pické stavy, body fazového prostoru. Makroskopickému stavu odpovida cast (souvisld
nebo nesouvisld) fazového objemu. Proto zavedeme distribucéni, rozdélovaci funkci (z
teorie pravdépodobnosti) neboli fazovou hustotu pravdépodobnosti rozlozeni mikrosko-
pickych stavu odpovidajicich danému makrostavu ®. Oznacéime tuto hustotu w(x,t). Li-
ouvilleova rovnice je dynamickou rovnici popisujici ¢casovy vyvoj funkce w(z,t). Funkce
w(z,t) popisuje geometricky ¢asovy vyvoj fazové kapaliny s hustotou w(x,t). Ukdzeme,
ze v dusledku Hamiltonovych rovnic je fazova kapalina nestlacitelnd. Vzhledem k makro-
skopickym stavum vyjadiuje w(z,t) pravdépodobnost, ze mikroskopicky stav X v case
t realizuje makroskopicky stav ®.

Liouvilleova rovnice je primym duledkem Hamiltonovych rovnic 5.1. Plati

dw(z,t) X [ow dg; Owdp;| Ow N rowdH OwdH1 ow S
i IR v e v ow _ H ow
(5.3)

kde {} oznacuje Poissonovy zavorky. V dalsim kroku vyuzijeme nestlacitelnosti fadzové
kapaliny. Tj.

d d X*
I'(t 0

el - dX° = A4
dt ®)] dt Jr, 0Xo 0, (5:4)
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kde 8X0 =de t( ) = D(t) je jakobiadn kanonické transformace z ¢asu ty — t. Predpoklada-

aXY
me, ze jednotlivé taz0vé trajektorie se neprotinaji, tj. kanonicka transformace je jedno-
znacna. Oznacime .
0, 22X 0D 5
L/ 0 - YR
GXJ- @aij

Z vlastnosti determinantu vime, ze ), Dya;;, = d;;D. Plati tedy

OD day, ~= . d [(OX!\ o= 0X! <N OX!OX!
= Dir | 5w ) =2 Diaes = 2 Diner s
Z Oaye dt EA; “dt\ 0x} Ek: *0X) ; *oX] 0X])

i WROXE T T e oxE

7 pohybovych rovnic ziskame

N ox, _%(%+%) _%( PH  PH )_0
0X; = \Oq Opx) = \9uOpr  OprOy

=1

S pouzitim téchto vztahu dostaneme

rl= [ $D(max = o

To

Vztah (5.4) se nékdy nazyva Liouvilleuv teorém o nestlacitelnosti fazové kapaliny.
Hustota na fdzovém prostoru w(x,t) musi byt normovéna na jednotku.

d
1= /w(Xt,t)dXt = —/w(Xt,t)dXt =0
r dt T

Posledni rovnici muzeme jesté upravit
d d
_ —/ (Xt 1)dX! = / L w(xt D ())dx° :/ 4 (X, D)X,
r, dt r, dt

Jelikoz fazovy objem I'y muze byt libovolné maly, potom %w(X L t) = 0. Dostdvame
tak Liouvilleovu rovnici charakterizujici dynamiku fazové kapaliny

0

aw(Xt t)={H,w}. (5.5)

5.2 Matematicka statistika a teorie pravdépodobnosti

Jestlize popisujeme systém, ktery se skldada z velkého poctu elementarnich objektu,
potom je zapotiebi tyto objekty néjakym zpusobem zapocitavat a klasifikovat. Je-
likoz, jak uvidime pozdéji, makroskopické veliciny nezavisi na konkrétni realizaci mi-
krostavu, tj. okamzitych poloh a rychlosti jednotlivych castic, je nutné zavést pojmy
jako jsou pravdépodobnost, permutace, kombinace, stochasticka proménnd atd. Témito
elementarnimi jevy se budeme zabyvat v této kapitole.
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5.2.1 Permutace, kombinace, pravdépodobnost

Jestlize popisujeme systém s velkym poctem objektt, tak je mnohdy potieba z tohoto
systému vybrat podsystém s urcitymi vlastnostmi, které spliuje jen ¢ast z celkového
poctu objektu. K tomuto tcelu je dobré zavést kombinatorické pojmy jako jsou permu-
tace a kombinace.

Permutace je libovolny, usporadany vybér objektu.
Kombinace je libovolny vybér objektu bez zohlednéni usporadani.

Tzv. permutace a kombinace jsou specifickd omezeni vybéru z dané mnoziny prvku.
Co nas bude zajimat je pocet moznych vybéru nebo pocet realizaci urcitého typu vybéru.

Priklad 5.2.1. Pocet permutaci N prvku
Py=N(N-1)...2=NL
Piiklad 5.2.2. Pocet riuznych permutaci n prvkua vybranych z mnoziny o N elementech

N!

PY=N(N-1)...(N=n+1) =z

n

Piiklad 5.2.3. Pocet ruznych kombinaci n prvku vybranych z mnoziny o N elementech

N N!
N _ —
Cn = <n) (N —n)l

Tiebaze pojmy permutace a kombinace jsou jednoznac¢né definovany, nemusi byt v
praxi mnohdy zcela jasné, zda-li se jedna o kombinatoricky ¢i permutacni vybeér.

Ve fyzice, a nejen tam, nas zajima spise nez celkovy pocet moznych realizaci, pomér
mezi moznymi a vSemi realizacemi, tj. dostavame se k pojmu kombinatorické pravdépodob-
nosti (existuje jesté také mnozinové, ¢ili axiomatickd pravdépodobnost). Mnohdy také
mluvime o pomeérné cetnosti vyskytu daného jevu. Napt. hazime-li kostkou, pravdépodob-
nost, ze padne nékteré ¢islo (pomérna cetnost jednotlivych cisel) je 1/6.

Pravdépodobnost je ¢islo vyjadiujici pomér mezi poctem realizaci uréitého jevu a
celkovym poc¢tem moznych realizaci.

To znamend, ze pravdépodobnost lze chépat jako nezdpornou funkci P(A) na je-
vovém poli A (5 A), spliujici nasledujici vlastnosti:

1. A5 A— P(A) € [0,1]

2. Pravdépodobnost jistého jevu se rovna jedné a pravdépodobnost prazdného jevu
se rovna nule.
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3. Jestlize se dva jevy vylucuji, tzn. jeden jev nemuze nastat soucasné s druhym, pak
je pravdépodobnost vyskytu jednoho nebo druhého jevu rovna souc¢tu pravdépodob-
nosti jednotlivych jevu.

AB=0= P(A+ B) =P(A) + P(B).

4. Jestlize se zajimdme o pomérnou ¢etnost jevu A pii soucasné realizaci jevu B
P(AB), potom mluvime o podminéné pravdépodobnosti jevu A jevem B a plati
pro ni

P(A|B) =
5. Jestlize jevy A, B jsou nezdvislé, pak plati

P(AB) = P(A)P(B).

Mnohdy je uzite¢né pouzit mnozinovou charakterizaci jevu, tzn. sjednoceni jevi:
A+ B <= AU B a prunik jevi: AB <— AN B.

Casto se tedy pise P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) a P(A|B) = 5557

Tyto pravdépodobnostni pojmy budeme ilustrovat na nékolika ptikladech.

Piiklad 5.2.4. Dokazte, ze P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) .

Mizeme psét AUB = AU(ANB), piicemz A = I'\ A je doplnék mnoziny A (jevu A).
Tedy ANAB =0a P(AUB) = P(A)+ P(AB). Sou¢asné P(B) = P(ANB)+ P(ANB).
Vzéjemnym odectenim dostaneme P(AU B) — P(B) = P(A) — P(AN B).

Priklad 5.2.5. Mame n kouli, které méame rozdélit do N krabic. Je tfeba najit pravdépo-
dobnost, ze v jedné libovolné krabici bude k kouli za predpokladu, ze

a) koule jsou neekvivalntni (Maxwell-Boltzmann),

b) koule jsou ekvivalentni (Bose-Einstein),

¢) koule jsou ekvivalentni, ale v jedné krabici smi byt maximéalné jedna koule (Fermi-
Dirac).

Nejdiive spoctéme pocet vSech realizaci rozdéleni n kouli do N krabic:

a) Pro kazdou kouli mame N moznosti, tj Zyp = N™.

b) Jelikoz jsou koule nerozligitelné, potom pocet moznych rozmisténi ziskdme tak,
ze mezi n kouli vkladame N — 1 délitek. Pricemz do prvni krabice dame vSechny koule,
které jsou pred prvnim délitkem, atd. Celkem tedy mame Zg = (”H:_l).

c) Jestlize n > N, potom Zrp = 0, jestlize n < N, tak pocet realizaci je dan poctem
moznych vybéru n krabic (obsazenych) z celkového poctu N, tj. Zpp = (]T\L[ )

V dalsim kroku je potfeba najit pravdépodobnost, ze ve vybrané krabici je k kouli.

a) Mame (”) moznost{ vybrat k koulf z n. Zbylych n — k koul{ je potfeba rozdélit do

k
N — 1 krabic.

=)= () (-4
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b) Jelikoz koule jsou ekvivalentni, tak staci uvazovat pouze pocet moznosti, kterymi
lze rozdélit n — k kouli do N — 1 krabic. Tj.

(")
(")

PBE'<k;n7 N) =

¢) V krabici muze byt maximélné jedna koule (k < 1) an < N. Potom analogicky k
predchozimu piipadu ziskame

5.2.2 Stochastické (ndhodné) proménné a distribuc¢ni funkce

V predchozim piikladé jsme vidéli elementarni aplikaci fyzikalnich rozdéleni (distribuénich
funkef). Abychom pochopili 1épe vyznam distribu¢nich funkei, je tieba zavést pojem sto-
chastické (ndhodné) proménné.

Nahodna proménna je zobrazeni z jevové mnoziny A do redlnych cisel

X:ABA—>R17X:{Z’1,I2,...},

pricemz inverzni zobrazeni pritazuje kazdému intervalu néjaky jev z A.

Néhodné proménné mohou byt bud'to diskrétni, kdy hodnoty ndhodné proménné
X jsou diskrétni ¢isla xq, 9, ... nebo spojity interval.

Distribuc¢ni funkce Nezaporna funkce f definovand na hodnotach nahodnych promeén-
nych s vlastnosti uplnosti:

Zf(x,) =1 pfl’padné/dxf(x) =1 (5.6)

se nazyva pravdépodobnostni distribu¢ni funkce.

Momenty distribuc¢nich funkcich V dalsim bude vyhodné definovat momenty dis-
tribuéni funkce, nebot vétsinou ty jsme schopni urcit, na rozdil od distribuéni
funkce jako takové.

(X™) = Zx:‘f(xl) piipadné (X") = /x”f(x)dx (5.7)

Pricemz velkymi pismeny oznacujme nahodné proménné, malymi jeji hodnoty.

Znalost vSech momentu ndhodné proménné ddva uplnou informaci o ndhodném
procesu nebo distribuéni funkei.



KAPITOLA 5. ZAKLADY STATISTICKEHO POPISU TERMODYNAMIKY 93

Variance (rozptyl) ndhodné proménné je

o(X) = [(X?) - (X)?)'/2 (5.8)

Charakteristicka funkce muze byt vhodnéjsi pro popis problému nez distribuéni
funkce. Jednd se o Fourieruv obraz distribuéni funkce.

B() = () = [ du(w)e f(o) =Z

kde mira p(z) je bud'to bodova pro diskrétni ndhodné proménné nebo Lebesguova

pro spojité.

kde C,(z) je n-ty kumulant charakteristické funkce.

(5.9)

Kumulantni rozvoj

Ci(2) = (), Ca(x) = (2%) — (2)".

Jestlize mame dvé ndhodné proménné X, Y, potom lze X x Y opét chapat jako
ndhodnou proménnou, pricemz spole¢nd distribu¢ni funkce bude f(z,y). Muzeme defi-
novat nékolik veli¢in

Kovariance

cov(X,Y) =/du(X)du(Y)f(%y)(X—(X>)(Y—<Y>) = (XY)—=(X)(Y), (5.10)

pricemz f,(z) = [du(y)f(z,y) a f,(y) = [du(z)f(z,y).
Korelace je dalsim vyznamnym pojmem, definovany nésledovné
cov(X,Y) (XY) — (X)(Y)
o(@)o(y)  [((X?) = (X)2)({Y2) = (V)2)]'/2

Korelace tedy urc¢uje miru zavislosti mezi velicinami X a Y, pficemz cor(X, X) = 1
a naopak, jestlize cor(X,Y)=1= X =Y.

cor(X,Y) = (5.11)
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Binomické rozdéleni

Predstavme si, ze mame sérii N statisticky nezavislych pokusu s dvéma moznymi vysledky.
Tém piifadime ndhodnou proménnou X s hodnotami £1. P¥i¢éemZ necht pravdépodobnost,
ze pii jednom ziskame vysledek 1 je p a vysledek -1 ziskame s pravdépodobnosti ¢ = 1—p.
Zajima nas nyni pravdépodobnost, ze z N pokusu ziskame pravé n vysledku +1. Jelikoz

s jedna o nezavislé pravdépodobnosti, potom hledané ¢islo je

N!
Pyv(n) = R (P e 5.12
Celkova pravdépodobnost vysledku N pokusu musi byt 1, tedy

N N N
_ : n N-—n __ N __
n=0 n=0
Snadno uréime momenty binomického rozdéleni:

() = Yo nPx(n) = Y- e = p (S Puln)] = (o ) = N

n=

(%) =3 n?Py(n) = <pdip>2[

L[1]=
£
S5

I
S
+
=
S
S

Rozptyl tedy je

Stirlingova formule

V limité velkych ¢isel, velkého poctu realizaci N — oo potiebujeme analyticky vyjadrit
faktoridly a kombinatoricka ¢isla. Takové pottebné analytické vyjadieni nabizi Stirlin-
gova formule
N\
N1 = VarN (?) , (5.13)
ktera plati asymptoticky v limité N — oo. Jednoduché odvozeni vedouciho tadu zavislosti
faktoridlu na mocniné N lze dostat z nasledujictho vyjadtreni:

N N
lnN!:Zlnn—> dnlnm=NhN-N-+1
n=1

N—oo 1

. (. N
coz vede na zavislost N! ~ (N/e)".

Presnéjsi odvozeni asymtotického chovani chovani faktoridlu ziskame z integralni
reprezentace gamma funkce. Plati

n!:/ dtt”e_t:/ dtel®
0 0
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kde jsme oznacili f(t) = nlnt—t. V limité velkého n je hlavni piispévek do integralu kon-
centrovan kolem sedlového bodu odpovidajiciho minimu funkce f(t). Snadno zjistime,
ze sedlovy bod je pro t = n. Zavedeme nyni proménnou & =t — n. V této proménné
rozvineme exponent kolem sedového bodu.

for 48— gy = == S ey (n@) ,

kdyz jsem oznacili n = £/v/2n. Tudiz
5 m
o0 2 n [ 9 >© 9 77\/;
n!:ef(")/ dfexp{—nz—i-g(\/jn)}:\&n(ﬁ) / dn e Zu
e n e e — m!

Prvni ¢len tohoto rozvoje je Stirlingovo asymptotické vyjadieni faktoridlu.

Vypocet asymptotickych integralti metodou nejvétsiho spadu

Uzitecna metoda vypoctu asymptotickych hodnot integralt analytickych funkei je tak
zvand metoda nejvétsiho spadu. Tato metoda déava predpis asymptotického chovani
integralu typu [ dt exp{—xzh(t)}v limite © — oo pro funkce h(t) > 0. Obecné plati
nasledujici tvrzeni

Tvrzeni 5.2.1. Necht g(t) je omezend a spojitd funkce pro 0 < t < oo a g(0) # 0.
Necht ddle h(t) je redlnd a spojitd funkce na intervalu [0, 00), pricemz h(t) < h(0) pro
vSechna t > 0. Jestlize derivace h'(t) existuje na intervalu [0, 0] pro nékteré 6, pricemz
W(0) =0 a ezistuji druhd derivace v pocdtku h"(0) > 0 a integrdl [ exp{zh(t)}dt pro
Rz > 0, potom v limité z — oo

/ g(t)e*"Ddt ~ ¢(0) S M0, (5.14)
0

pro|argz| <7m/2—a a0 < a<m/2.

Z podminek h(t) < h(0) a h'(0) = 0 plyne, ze h”(0) < 0. Z véty o sttedni hodnoté
pro spojité funkce realné proménné pro kazdé € > 0 najdeme delta > 0 takové, ze

I(t) — h(0) — %h”(o)t2| < e?

pro vsechna t < . Z této nerovnosti dostaneme dolni a horni mez pro integrdl na
intervalu |0, ¢]

) ) )
/ 6z(h(0)+1/2t2h”(0)—et2dt</ ezh(t)dt</ ez(h(0)+1/2t2h”(0)+et2dt_
0 0 0

Dale plati

Z—00

/oo "Dt = /oo eFmDR D gt < (=D /oo "Dt —— 0.
5 5 s
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To znamen4, ze v limité z — oo do integralu ptispiva pouze integrand z blizkosti maxima
integrandu. Toto plati taky pro horni a dolni mez, které pak muzeme explicitné spocitat

- z(h(0)+1/2t2h”:|:6t2dt _ T
/0 ‘ \/ "2 (0) £

pro Rz > 0 a odmocnina je bréana z levé komplexni poloroviny. Jelikoz € je libovolné obé
meze v limité z — oo splynou a definuji vyslednou hodnotu hledaného integralu.

Metoda nejvétsiho spadu funguje pro integraly na kladné poloose. V komplexni ro-
viné potom metoda nejvétsiho spadu prechazi v metodu sedlového bodu, kterou pozdéji
pouzijeme pro odvozeni nejpravdépodobnéjsiho statistického rozdéleni v oddilu sec:Darwin.

5.2.3 Zakon velkych ¢isel a centralni limitni véta

Ve statistické fyzice se zajimame o systémy s velkym poctem castic, a tedy s velkym
poc¢tem moznych stavi (jevu). Proto nds zajimaji v prvé radé pravdépodobnost dis-
tribucni funkce v limité velkych pocti pokusu N — oo. V této limité budeme vyuzivat
dvou teorému.

Tvrzeni 5.2.2 (Zékon velkych c¢isel (Bernoulli)). Jestlize pravdépodobnost vyskytu
daného jevu A je P(A) = p,0 < p < 1 a ha(N) je pomérnd cetnost jevu A v po-
sloupnosti N nezdvislijch pokusu. Potom

lim hu(N) = p. (5.15)

N—a

Dikaz. Plati N
P(ha(N)=pl<e)= 3 <k>pqu_n7

k;|k—Np|<Ne

nebot se jednd o nezavislé pokusy. JelikoZ z binomického rozdéleni vime, Ze

al N
> (k- Np)2<k>p'“qN"“ = Npq

k=0

potom

N N
Npg> Y. (k)pqu"“(k—Np)QZezNQ > (k,)p'“qN‘k

|k—Np|>eN |k—Np|>eN
N _ N _ pq
> (k)pqu’“zl— 3 (k)p’“qN’“21——€2N
|k—Np|<eN |k—Np|<eN

V limité N — oo tedy P(|ha(N) —p| <€) — 1, tudiz ha(N) — p. O
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Tvrzeni 5.2.3 (Centrdln{ limitni véta). Jestlize ndhodnd proménnd X je charakteri-
zovdna distribuéni funkci f(z), potom novd ndhodnd proménnd Yy = + SN @ — ()
(x; maji stejnou distribuéni funkci, N je pocet realizaci proménnéY) je v limité N — oo
charakterizovana gaussovskou distribucni funkci

N _Ny2 /2 2
= N/so 1
Flun) =\ g V", (5.16)

kde (X) = [dp(x)xf(z) a (0?) = [ du(z)a*f(z) = [ du(z)zf ()] = (%) — (2)*.

Diikaz. Charakteristickd funkce ndhodné proménné yy je

N
i N (0
By = [ duw) . dulon)f (o). Sy S [¢X (N)] _
k2 N 2
— 1= ol - @] =,
zpétnou Fourierovou transformaci ziskdme vysledek. O]

Priklad 5.2.6 (Priblizeni binomického rozdéleni gaussovym). Pouzijeme Stirlingovu
formuli, kterd pro n — co aproximuje faktorial

! ~ v/2mn (9> (5.17)

e

Tato formule ndm umozni prevést kombinatoricka ¢isla na analytické funkce. Pouzijeme
tedy Stirlingovu formuli ve vztahu pro binomické rozdéleni a dostaneme

Prln) = S (N) (—N ) (1 —p)

coz prepiseme do exponencialniho tvaru

]. n n
PN(n) _ 67(n+1/2) In & —(N-n+1/2)in(1-%)+nInp+(N—n)Inl—p (5.18)

V1t N

Nyni rozvineme tento vztah kolem stfedni hodnoty (n) = Np. Potom

Py (n) = Py({n))e2 P Fatctt,

kde e=n—(n) a By =

dnk

d* In V27N Py (n) ]
n=(n)

Snadno se presvedcime, ze plati
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Pak v piipadé Npg > 1 (limita velkych ¢isel)

1 1(n—(n))
Pyn(n) ~ p— exp{ S } : (5.19)

kde o = +/Npg > 1. Tzn. pro velkd N muzeme binomické rozdéleni velice dobie
priblizit normalnim (gaussovskym) rozdélenim. Pficemz N, kde normélni rozdéleni dobte
aproximmuje binomické, ma hodnotu N ~ 10.

Gaussovské rozdéleni je limitou rozdéleni pti velkém poctu realizaci, pokud p je
konecné a tedy Np — oo . Pokud plati n — oo, p — 0 a zaroven Np = a, pak je
vysledkem pro n < N je Poissonovo rozdéleni

n

Py(n) = He*“. (5.20)

5.3 Termodynamika na fazovém prostoru — statis-
ticky popis idealniho plynu

Termodynamicky rovnovazny stav odpovida feseni Liouvillevy rovnice, ktera na makro-
skopickych ¢asovych skaldch neméni makroskopické parametry systému. Celkova energie
se zachovava a jelikoz vnitini energie je jediny vnitini parametr termodynamicky rov-
novazného stavu, muzeme predpokladat, ze celkova energie je jedinym makroskopickym
parametrem rovnovazného stavu. Systém je z mikroskopického hlediska neurcen, jeho
mikroskopicka realizace je tedy nahodnda velicina. Musime se tedy uchylit ke statis-
tickému popisu rovnovaznych stavu. Statisticky popis ovSem nikterak netesi problém
jakym zpusobem a zda vubec trajektorie Liouvilleovy rovnice muze dosahnout rov-
novazného stavu. To musime, stejné jako v termodynamice, predpokladat.

V tomto oddilu ukazeme, jak je mozné dospét k termodynamickym velicindm na
fazovém prostoru castic, které spliuji zdkony klasické mechaniky. Samoziejmé takto
vybudovan4 teorie nemuize byt tiplnd a bezesporné platnd, nebot ne klasicka, ale kvan-
tova mechanika musi byt zdkladem tplné statistické mechaniky. Jednak z historickych
ale i pedagogickych duvodu volime cestu pres klasickou statistickou mechaniku k iplné
kvantové statistické mechanice. Matematické a obecnéjsi zédklady statistického popisu
termodynamickych déju, které jsou cilem statistické mechaniky vylozime az v nasledujici
kapitole.

5.3.1 Izolovany systém — postulat stejnych pravdépodobnosti

Jak jsme jiz uvedli, statisticka mechanika nema za cil urc¢it jednoznacéné a tplné stav N ~
10?3 ¢astic statistického souboru. Vzhledem k moznostem experimentélnfho rozligeni se
nase znalost statistického souboru redukuje na nékolik makroskopickych veli¢in jako
jsou pocet cCastic, energie, objem atd. Tzn. jednomu makrostavu odpovida cely soubor
mikrostavu a fyzikdlni, meétitelné velic¢iny se stavaji ndhodnymi proménnymi. Statis-
ticka mechanika ma k dispozici netuplnou informaci o mikroskopické realizaci makrosko-
pického stavu. Tento nedostatek je tfeba ke konzistentnimu popisu nahradit novym po-
stulatem o rozlozeni pravdépodobnosti realizace daného makroskopického stavu. Tento
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postuldt nemiuize byt chapan jako novy fundamentélni fyzikalni zékon. Je to spise odraz
nasi zkuSenosti se statistickymi soubory. Jedinym motivem zavedeni tohoto postulatu
je umoznit kvantitativné popsat s dostupnym poctem meétitelnych veli¢in statistické
soubory, jejichz mikroskopické realizace se iidi vyhradné budto klasickou nebo kvan-
tovou mechanikou. Jedinym kritériem pro prijeti nebo odmitnuti postulatu statistické
mechaniky je souhlas nebo rozpor s pozorovanymi pfirodnimi jevy.

Statisticka mechanika je teorie, ktera se zabyva idealizovanymi izolovanymi systémy
v rovnovaze. Statistickd mechanika nezkouma, jakym zpusobem se systémy do rovnovahy
dostanou a zda se vubec do rovnovahy mohou dostat. Statistickd mechanika pouze
urcuje, jaké vlastnosti ma rovnovazny stav daného systému.

Ve statistické formulaci na fazovém prostoru potom rovnovazny stav odpovida rozdéle-
ni pravdépodobnosti, které nezavisi explicitné na case. Tj. z Liouvilleovy rovnice plati
pro rovnovazny stav

ow
5 {H,w} =0. (5.21)

To znamend, ze rozdélovaci funkce w(X) na fdzovém prostoru je integralem pohybu,
respektive funkei pouze integralu pohybu.

Postulat stejnych pravdépodobnosti Jestlize je makroskopicky, izolovany systém v
termodynamické rovnovdze, potom vsechny jeho mikroskopické realizace, které vy-
hovuji podminkdm charakterizujicim dany makroskopicky stav, jsou stejné pravdé-
podobné.

Standardné ve statistické mechanice volime jako makroskopické paramtery N — pocet
¢astic tvoricich makroskopicky soubor, V' — objem, ktery tyto Castice zaujimaji a £ —
celkova energie systému. Tzn. zabyvame se pouze ergodickymi systémy. Pro tyto systémy
je prakticky postulat stejnych pravdépodobnosti pfimym dusledkem ergodi¢énosti, tj.
predpokladu, ze existuje pouze jediny izolujici integral pohybu, totiz energie. N,V, E
jsou extenzivni veli¢iny, tj. imérné N.

7 postulatu stejnych pravdépodobnosti plyne, ze izolovany systém v termodynamické
rovnovaze je tzv. mikrokanonickym souborem. Takovy soubor je definovan pravdépodob-
nosti w(X) vztahem

w(z) = { konst jestlize B < H(X) < E+ A ’ (5.22)

10 v jinych piipadech

kde X := (q1,...,9N;P1,---,PN), A < FE je jednotka energetické skaly (nezavislé
na N). Vztah (5.22) vypovidd, ze v mikrokanonickém souboru jsou vsechny stavy v
energetické slupce E' € (E, E + A) stejné pravdépodobné a stavy s energii mimo tento
interval neprispivaji do mikrokanonického souboru vubec.

Jelikoz rozdélovaci funkce mikrokanonického souboru w(z) nezavisi na definici ener-
getické skaly, lze tuto funkci zapsat ve tvaru

w(X) = ——0(E — H(X)), (5.23)
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pticemz 3X(E) = dQ(E)/E,Q(E) = fH(x)<E dX; tj X(E) je plocha energetické nadplochy
ve fazovém prostoru, Q(F) je fazovy objem. Budeme jesté pouzivat znaceni I'(E)

T'(E) = QE+A) — Q(E). (5.24)

Jelikoz statistickd mechanika je mikroskopickou teorii fenomenologické termodyna-
miky, musime najit veli¢inu, kterd nam zprostiedkuje spojeni mezi termodynamickymi
velicinami a fazovym prostorem. Touto veli¢inou je entropie. Entropii na fazovém pro-
storu definujeme nasledujicim zpusobem

S(E,V) = kpln (D(E)/ATL), (5.25)

kde A" = (27h)3N je elementérni fazovy objem a k je Boltzmannova konstanta (uni-
verzalni) k = 1,38 - 1073JK .

Entropie je tedy mirou nebo poc¢tem realizaci daného makroskopického stavu s danou
energii (urcenou s presnosti A) a danym objemem. Obecné muzeme entropii definovat v
libovolné velkém fazovém prostoru, ovsem vlastnosti termodynamické entropie ma entro-
pie pouze v limité velkého poctu ¢astic. Obecné to dokazeme pozdéji. V tomto okamziku
z uvedené definice entropie muzeme odvodit termodynamiku klasického idealntho plynu.

5.4 Idedalni plyn — reSeni Gibbsova paradoxu

Idedlni plyn se sklada z N neinteragujicich castic, jejichz dynamika je popsana sumou
jednocasticovych hamiltonianu

1 N
H=— 2 5.26
o ;p (5.26)

Nyni vypocteme fazovy objem plynu, ktery je uzavien v objemu V. Abychom vsak
mohli definovat entropii, musime zavést fyzikdlni konstantu h, kterd ma rozmér |[hyb-
nost|x[vzdalenost]. Jeji vyznam vyplyne pozdéji z kvantové statistické mechaniky. Tedy

/ d3q ... d3qnd3p; ... dPpy

WE) = B3N

(5.27)

Jelikoz E = %, potom se vypocet fazového objemu redukuje na vypocet objemu
3N-rozmérné koule K3y, s polomérem R = v/2mFE. NapiSeme

Q(E) = (%) NKgN(R), (5.28)

kde
K3N(R) :/, dp;..dpsn.
«}ile2:R2

Je jasné, ze Kan(R) = O3y R3N. K uréeni konstanty Csy vyuZijeme nésledujicich vztahi

(o] o0 5 9
—(x§+-+x _ _3N/2
/ dxl.../ dzsy e @ sv) = p3N/2,

—00 —00
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SgN(R) = %K;))N(R)

/ day . .. / dagy e~ @+ +ziN) — / dR Ssn(R)e ™ = 3NCyy / dR R¥Ne 1 =
—o0 —o0 0 0

3N 3N
- —C3N/ dt tﬂil -t - TC?)NF(T)
0
Odtud pak
o T3N/2 T3N/2
WUTEY +1) VBN )N
Fazovy objem tedy je
1 [V [damEe\ Y"1V
UE) =\ 32w [h_ (3—N> } (5:29)

Z rovnice (6.25) dostaneme vyjadreni pro entropii idedlniho plynu

4mm F 3/2 3
S(E,V)= Nkln {V( 72 N) ] + ENI{:B. (5.30)

Uveédomme si, z E//N je konecnd veli¢ina v termodynamické limité. Vnitini energie je

2
Us,v)= (%)%exp{%—l}. (5.31)
Absolutni teplota o -
T = <%)V = SNk (5.32)
mérné teplo
Cy = <g—g)v = ;Nk’B, (5.33)

nakonec jesté termickd a kaloricka stavova rovnice

P__a_U 22U NkgT
N ov). 3v v

(5.34)

Mikrokanonicky soubor nema velky prakticky vyznam pro statistickou mechaniku,
nebot idedlni plyn je prakticky jediny systém, pro ktery lze odvodit vechny termody-
namické veli¢iny. Vyznam mikrokanonického souboru spociva v jeho roli pti koncepénim
odvozeni teoretickych konceptu statistické mechaniky.

Entropii idealniho plynu v mikrokanonickém souboru lze tedy zapsat ve tvaru

S = NkpIn(Vu®?) 4+ Ns, (5.35)
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3k 4
kde u = E/N a sy = TB<1+ln 37;;;1

castici. Nyni si predstavme, ze mame dva plyny s N1 a Ny ¢asticemi uzavienymi oddélené
v objemech Vi a V5 pii stejné teploté a hustoté. Nyni uvedeme oba plyny do kontaktu
a objemy obou plynu sjednotime, tj V' = Vi + V5. Jelikoz se michanim teplota nezmeéni,
potom hustota energie se nezméni a entropie smési bude

jsou energie a entropie vztazené na jednu

S =8, + 8y = NikgIn(Vie*’?) + NokpIn(Vau®?) + Nsy =
= Nkp ln(Vu3/2)—|—Nso—|—N1kB ln%—i—Nng ln%. (5.36)
Vztahy 5.35 a 5.36 pro entropii idealniho plynu a smési idealnich plynu se od sebe
lisi. To by samo o sobé nebylo nic zvlastniho, pokud by se jednalo o smési ruznorodych
(rozlisitelnych) plynu. Formule 5.36 vSak plati i pro stejné (nerozlisitelné) plyny. Jelikoz
vsak libovolny plyn uzavieny v objemu V' si lze predstavit jako smés plynu s objemy V;
a V' — V1, potom dospéjeme ke Gibbsovu paradozu. Totiz definice entropie (5.35) nemuze
byt fyzikalné spravnd, nebot odporuje myslenkovému experimentu s délenim na smés
plynt s mensimi objemy. Rovnéz nevyhovuje Eulerovu lemmatu o linedrni homogenité
termodynamickych funkci. Situace neni zase az tak zla. Entropie je, jak vime, definovana
az na aditivni konstantu. Toho vyuzil J. W. Gibbs a nalezl empiricky vychodisko z tohoto
paradoxu. Gibbs navrhnul, aby se fazovy objem pftislusejici N-c¢asticovym stavim s
energii mensi nez E, Qn(F) normoval s konstantou N!, tj. Qn(E) — (N)™1Qy(FE).
Logiku tohoto kroku lze pochopit z toho, ze v plynu slozeném ze stejnych c¢astic vSechny
permutace jednotlivych édstic beze zmény fyzikalnich parametrii jsou ekvivalentni, nebot
se stav systému se neméni ani na mikroskopické tirovni. Tzn. plyn slozeny z velkého poctu
castic musi byt povazovan za plyn nerozlisitelnych ¢astic, coz snizuje pocet realizaci
mikroskopickych stavu o pocet vSech permutaci. Jestlize pouzijeme Stirlinguv vzorec,
potom pro opravenou entropii dostaneme

4
S = Nkgln (%u3/2> + gNk:B (§ +1In Wm) : (5.37)

3 3h?

Tento vzorec se ukazal experimentalné spravny, kdyz za konstantu h se dosadi Planc-
kova konstanta h = 6,6260755- 10734 Js. Formule (5.37) se nazyvéa Sackurova-Tetrodova
rovnice. Vazend sumace s (N!)~! se nazyva spravné Boltzmannovo zapocitavani mik-
roskopickych stavu. Jak jiz vime, zédkladem dynamiky c¢édstic neni klasicka, nybrz kvan-
tova mechanika. Jak uvidime pozdéji, spravné Boltzmannovo zapocitavani vychézi jako
spravna klasicka limita kvantové statistické mechaniky.

5.4.1 Tepelny rezervoar — kanonické statistické rozdéleni

[zolovany systém je ve skutecnosti "mechanickym”, ktery zachovava energii. Skuteénd
termodynamika se dostava ke slovu az u systému, které interaguji s okolim, tepelnou
lazni, se kterou si vyménuji energii. To jsou vSak prakticky vSechny realné systémy. Ener-
gie vlastniho systému je vzhledem k okamzitym méfenim nahodna veli¢ina. Pravdépodob-
nostni, nebo termodynamicky efekt vstupuje do hry tim, ze nas stav a zmény tepelné
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lazné nezajimaji. Zajimame se vyhradné o stav ndmi zkoumaného systému v termody-
namické rovnovaze s okolim.

Pti popisu situace, kdy si zkoumany systém vyménuje energii s okolim, musime
nejdiive vyjit z vétsiho systému slozeného ze zkoumaného systému popsaného hamil-
tonidnem H;(z1) a tepelnou ldzni s hamiltonidnem Hs(x2). Budeme predpokladat ne-
soumeéritelnost obou systému, tj. No > N;, Ey > F,. Tento slozeny systém muzeme
chapat jako izolovany, tudiz muzeme ho popsat mikrokanonickym rozdélenim v celkovém
fazovém prostoru. Pro celkovou energii muzeme tedy psat

E < (B + Es) < E+2A.

Systémy 1 a 2 kdyz jsou v kontaktu si budou vymeénovat energii, nepredpokladame
zatim, ze by si vymeénovaly také castice. V termodynamické limité, jak vime, hraji
roli pouze energie F; a By, = E — Fy, které jsou uréeny z principu maxima entropie
(6.24). Plati pro nas specidlni pifpad Ey > E;. Fazovy objem obou subsystémi bude
['(E)Ty(E — Ey). Jelikoz pouze energie E; je dilezitd a F} < E mizeme zavést maly
parametr £ /E. Bude nés zajimat, s jakou pravdépodobnosti se bude systém 1 nachdzet
v nékterém ze stavu s energii Fy. Tato pravdépodobnost (nenormalizovand) je imérnd

FQ(E — El) Nym’

0S5(E2)

k’B thg(E - El) = Sg(E - El) = Sg(E) - El —
0E,

E>=FE

Jelikoz systémy 1 a 2 jsou v termodynamické rovnovaze, 77 = 15, potom

E
kpInTy(E — By) = Sy(E) — ?1 + .. (5.38)

odkud )
To(E — By) ~ eF 22" =081 (5.39)

kde jsme oznacili 3 = (kgT)~'. Z (5.39) dostaneme rozdélen{ energii pro systém 1,
jestlize pouzijeme F; = H;(x). Potom
L s

5.40
), (5.40)

wy () =
kde Z je normalizacni hustota. Tato normaliza¢ni hustota se nazyva particni suma a je

definovana
dX  su@)

N3N © ’

IN(T, V) = (5.41)
kde dX = Hf’ivl dg; dp; a N! je faktor spravného zapocteni ekvivalence ¢astic a h je
normalizacni konstanta. Zavedeme jesté termodynamicky potencidl Helmholtzovy volné
energie F'(V, T

Zn(T, V) = e PETY), (5.42)

Pomoci tohoto potencidlu zapiSeme jesté rozdélovaci funkci kanonického souboru
w(z)
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w(X) = PETV)-HX)), (5.43)

Podobnym zptusobem muzeme odvodit i velké kanonické rozdéleni pro otevieny
systém, ktery si s okolim vymeénuje nejen energii, ale i ¢astice. Tento krok vsak prove-
deme v detailu az v nasledujici kapitole, kde budeme studovat obecné termodynamické
vlastnosti statistickych soubort. Na zaveér pouze jesté ukazeme, jak lze popis klasického
idedlniho plynu redukovat na statisticky popis jedné castice.

5.4.2 Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni

Idealni plyn je systém identicikych neinteragujicich ¢astic. To jest, hamiltoniian systému
N c¢astic je sumou stejnych jednocédsticovych hamiltonianii. Neni tedy nutné praco-
vat v celém N-Casticovém prostoru, ale misto trajektorie N-casticového mikrostavu,
je mozné redukovat popis idealniho plynu na pravdépodobnostni popis jedné ¢astice v
jednocasticovém fazovém prostoru. Zde jiz ale nemuzeme pracovat s trajektoriemi, ale
pouze pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v daném misté a stavu. Takové pravdépodobnost-
ni rozdéleni, které se nazyva Maxwellovo-Boltzmannovo, nyni zkonstruujeme.

Budeme obecné uvazovat idedlni plyn v potencidlovém poli (napf. gravitacnim),
potom

H(z)=> % +) U(aw), (5.44)

potom rozdélovaci funkce uzavieného plynu v termodynamické rovnovaze ma tvar

F- i (% + U(qk))] } . (5.45)

k=1

w(q17"'7qN7p17"'7pN> :exp{ﬁ

Jelikoz se jednd o plyn vzdjemné neinteragujicich ¢astic, lze distribuci na celém 6N-
rozmérném fazovém prostoru napsat jako soucin ”jednocasticovych” distribuci:

N

w(q177qN7p177pN) :HW(qz7pz)7 (546>

i=1
kde
p?
w = ——-=U .
(9,p) = exp {6 [f 5 (Q)] }
O funkci W (q, p) se nékdy mluvi jako o rozdélovaci funkci v tzv. p-prostoru (6-rozmérném),
ktery vystihuje rozlozeni pravdépodobnosti jednocasticovych stavi. Na rozdil od rozdélovaci

funkce w na 6N-rozmérném I'-prostoru, neni rozdélovaci funkce W(q, p) na p-prostoru
vazana na celkovou energii, a proto normaliza¢ni konstanta tohoto rozdéleni je

3., 73 2
eﬁf:/d %j pexp{—ﬁ [;)—m—l—U(q)]}
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Ze znalosti funkce W (q, p) potom uréime stiedni hustotu ¢astic se soufadnici q a hyb-
nosti p v idealnim plynu
v(a,p) = NW(a,p),

neboli ) S 5o .
v(q,p) = I\ 2 ) e —p %ﬂLU(Q) ; (5.47)
J = l/d?’qe_ﬂU(Q).
V

Rozdéleni v(q, p) z (5.47) je hledané Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni. Uréuje
hustotu castic v jednocasticovém fazovém prostoru. V situacich, kdy fyzika nezavisi
na prostorovych souradnicich q muzeme pfes né integrovat a dostaneme Mazwellovo
rozdeleni rychlosti, pokud jesté pouzijeme vztahu p = mv

p(v) =N <27?;T>3/2 exp {—ZZ; } : (5.48)

Toto je zcela univerzalni rozdéleni rychlosti v klasické statistické mechanice a plati i pro
neidealni plyny, pokud interakce nezavisi na rychlostech.
V nehomogennim idealnim plynu potom dostaneme Boltzmannovo rozdeéleni hustoty

castic v ptimém prostoru
N exp{—BU(q)}

v(q) % 7

(5.49)



Kapitola 6

Statistické soubory a
termodynamika

6.1 Rovnovazné stavy a nastin ergodické teorie

V minulé kapitole jsme ukazali, jak lze zavést koncept entropie na fazovém prostoru a
jak lze formalné dospét ke statistickému popisu termodynamiky idealniho plynu. Nyni
polozime hlubsi teoretické zaklady statistické mechaniky a konceptu statistického po-
pisu termodynamickych jevi. Prvni krok, ktery musime ucinit je zohlednit vlastnosti
makroskopickych méfeni, kterd probihaji na skaldch nesrovnatelné vétsich, nez jsou casy
relevantni pro mikroskopické dynamické déje. Abychom formalné zavedené termodyna-
mické veliciny ve statistickém popisu mohli povazovat za ty, které charakterizuji ter-
modynamické déje, musime prokazat, ze maji skutecné ty vlastnosti, které od nich v
termodynamice ocekavame.

6.1.1 Casova stiedni hodnota — ergodicka hypotéza

Nemoznost urceni iplného systému okrajovych a pocatecnich podminek stavu s N ele-
mentarnimi objekty, molekulami, hmotnymi body, vede na nemoznost presného urceni
fazové trajektorie mikroskopického stavu. Misto toho na makroskopické trovni jsme
schopni sledovat pouze vyvoj fazové kapaliny. Vybér jednoho mikroskopického stavu
odpovidajictho danym makroskopickym podminkam je ndhodny proces. Mikroskopicka
soufadnice X je ndhodna proménné. Statisticky popis tedy dovoluje pouze urceni rov-
novazného, statického rozdéleni pravdépodobnosti, se kterou dany mikroskopicky stav
pri realizaci konkrétni situace nastane. Fundamentalnim objektem statistické mechaniky
je tedy rozdélovaci funkce. O ni predpokladame, ze souradnice mikroskopickych reali-
zaci rovnovazného makroskopického stavu do ni vstupuji pouze ptes hamiltonian. To
jest, w(X) = w(H(X)). Toto je predpoklad odpovidajici nultému termodynamickému
zakonu a nelze jej hloubégji z mikroskopickych principu prokéazat. Zavislost rozdélovaci
funkce na hamiltonidnu muze byt ruzna a lisi se podle zpusobu interakce systému s
okolim. Zakonitosti, které je statistickd mechanika schopna formulovat a dokéazat, se
tykaji vyhradné stfednich hodnot méfitelnych veli¢in s odpovidajici rozdélovaci funkei.

106



KAPITOLA 6. STATISTICKE SOUBORY A TERMODYNAMIKA 107

Jestlize F'(X) je nékterd fyzikalni veli¢ina definovand na 6 N-rozmérném fazovém pro-
storu, potom statistickd mechanika dava informaci o strednich hodnotach typu

(Y = /F dXw(H(X))F"(X) . (6.1)

Hodnota rozdélovaci funkce w(X) fikd, s jakou pravdépodobnosti okamzitym méfenim
najdeme rovnovazny stav odpovidajici soufadnici X. Statistickd stfedni hodnota na
fazovém prostoru odpovida hodnoté, ke které bude konvergovat hodnota veliciny F™ po
velkém poc¢tu méfeni. Coz urcité neni informace, kterou bychom pozadovali. Zajimé nas
hodnota jednoho konkrétniho makroskopického méreni.

Pokud tedy statistickd mechanika popisuje pouze statistické soubory (fazové kapa-
liny), potom je opravnéné se ptét, co tato teorie muze fict k vysledkum méfeni na jednom
vzorku, ktery je realizovan jednim fazovym bodem, ptipadné fazovou trajektorii. Vztahy
mezi veli¢inami definovanymi na jedné fazové trajektorii a souborem stavu na fazovém
prostoru se zabyva ergodickd teorie. Ta ma zaroven za cil vysvétlit vznik makroskopické
nevratnosti z vratné dynamiky mikroskopickych stavi. Ergodicka teorie je rozsahla a
obtizna matematickd disciplina, ze které pouzijeme pouze zakladni Birkhoffuv ergodicky
teorém.

Nejdiive definujeme pojem ergodického toku ve fazovém prostoru. Jestlize mame
6 N-rozmérny fazovy prostor, potom fazova trajektorie je definovana 6 N — 1 integraly
pohybu. Ergodicka teorie rozlisuje tzv. izolujici a neizolujici integraly pohybu. Izolujici
integraly definuji souvislou nadplochu ve fazovém prostoru, kdezto neizolujici nikoliv. Z
pohledu statistické mechaniky (termodynamiky) jsou dulezité pouze izolujici integraly.
Je tézké urcit pocet izolujicich integrali z mikroskopickych principtu. Ergodicka teo-
rie a také statistickd mechanika vychazeji z postulatu, ze existuje pouze jeden izolujici
integrél — energie! V takovém piipadé je vyznamnd energetickd (6N — 1)-rozmérna nad-
plocha Sg pro stavy fazového prostoru s danou energii. Ergodickym tokem nazyvame
potom takovy tok X (Xy,t),t € (0,00), pro ktery témér vsechny body X, z energetické
nadplochy projdou libovolné blizko kazdého bodu této nadplochy.

Muzeme uvést jednoduchy piiklad ergodického toku v kompaktnim dvourozmérném
fazovém prostoru pro 0 < ¢ < 1 a stejné 0 < p < 1 s periodickymi hrani¢nimi
podminkami. Pficemz dynamické Hamiltonovy rovnice zvolime ve tvaru

qg=1, (6.2)

p=a.
Fazova trajektorie pro tyto rovnice je

p=po+alg—q) - (6.4)

Jestlize a = m/n je racindlni ¢islo, potom fazové trajektorie je periodickd s periodou
t = n. Jestlize ale a je iraciondlni, potom fazova trajektorie nebude periodickd a v
dlouhém c¢asovém intervalu vyplni skoro vSude jednotkovy ¢tverec vymezeny pro pohyb
castice. V tom pripadeé je fazova trajektorie ergodickym tokem.

Pro ergodické toky dokazal G. Birkhoff v roce 1931 ergodickou vétu vztahujici sta-
tistické stfedovani s casovym.
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Tvrzeni 6.1.1 (Ergodickd véta). Jestlize Sg je energetickd nadplocha ergodického
sytému jejiz “plocha”je X(E) = fSE dSg, potom oznacime statistickou stredni hodnotu
libovolné integrovatelné fazové funkce f(X)

1 1

(fls =<7 SEf(X)dSE: 1)

S(E) /F O(H(X) — E)f(X)dX. (6.5)

Pro ergodicky systém potom existuje casovd stredni hodnota

=z [ @ (6.6)

T—oo 1 to

pro skoro vsechna pocdtecni X = X (to). Jestlize existuje, pak je rovna statistické stredni
hodnote.

Presny dukaz této véty zde nebudeme uvadét, pouze uvedeme, ze za predpokladu
existence jediného izolujiciho integralu (energie) plyne, ze ergodicky tok vyplni skoro
vsude celou nadplochu Sg. Netrividlni je pak dokazat, ze jestlize 7r je doba, kterou
ergodicky tok stravi v oblasti Rg, potom

TR E(R E)

AT = S E) (6.7)

Odtud plyne, ze béhem dlouhého casu stravi ergodicky systém v kazdé oblasti energe-
tické nadplochy stejnou dobu. Tudiz vSechny body energetické nadplochy jsou stejné
pravdépodobné v béhu ergodického toku. Tzn. fyzikdlné, ze opakovana métfeni na jed-
nom vzorku vedou statisticky na stejny vysledek jako jedno méfeni na ruznych vzorcich
se stejnymi makroskopickymi vlastnostmi. To ovSem neni to podstatné, co plyne z
ergodického teorému 6.1.1. Makroskopické méteni jednoho vzorku probiha totiz na
casové skale, ktera je “nekonecné velka” vuéi relevantnim mikroskopickym casum. Tudiz,
makroskopické méteni je casova stiedni hodnota podél mikroskopické fazové trajektorie.
A ta je podle ergodické véty ekvivalentni statistické stfedni hodnoté. Tim je statistické
fyzice dana potfebna reprodukovatelnost vysledk.

Uvedeme jesté pro budouci aplikace uzite¢nou reprezentaci invariantni miry na ener-
getické nadplose dSg. Z rovnice (6.5) plyne

B dQ(E) B B dAg
=(E) = dE /sE 45 = /SE | Vx HX) [nx)=r (6.8)

kde dAg je projekce dX na energetickou nadplochu H = F.

Platnost ergodické véty ukazeme na vyse uvedeném jednoduchém piikladu ergodické
trajektorie na jednotkovém ctverci ve dvourozmérném fazovém prostoru. Libovolnou
integrovatelnou funkci na kompaktnim prostoru lze rozlozit do Fourierovy rady

flap) = Y Ayemtatm) (6.9)

Iin=—o0
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Tento Fourieruv rozklad pouzije pro dukaz rovnosti casové a statistické stfedni hodnoty.

1 to+T o A
<f>T = lim ?/ dt Z Al’ne%%[l(tzo-i-t)+n(po+at)} = Ag

T—oo

to l,;n=—o00
+ lim —1 g A exp{2mi |1(qgo + + + « —62“(””) ! 6.10
i n ) t t . .
Tl Tln7é0 lz € p{ Z[ (qo 0) n(p[) O)]} ( 2 Z(l n) > ( )

Jelikoz pro iraciondlni « jmenovatel ve zlomku vyrazu (6.10) neni nikdy nula a jmeno-
vatel pro kazdé celé [ a n je nula potom

(frp = Aop - (6.11)

7 druhé strany statisticka sttedni hodnota je

(f)g = /O /O dgdpf(q.p) = Ao - (6.12)

7 uvedeného prikladu taky vidime, ze fazové trajektorie jsou s mirou jedna ergodické
toky. To je zaver, ktery je silnou podporou viry, ze fazové trajektorie realnych makro-
skopickych systému jsou ergodické a ergodickd véta ma tedy obecnou platnost.

Mixujici toky

Ergodické toky jsou dobré k popisu rovnovaznych stavu, statickych feseni Liouville-
ovy rovnice. Nijak vSak nevysvétluji, jak se systém z pocateéni podminky dostane do
rovnovazného stavu, to jest zapomene svoje pocatecni podminky. Jestlize vychazime z
predpokladu, ze redlné systémy relaxuji smérem k rovnovaznému stavu, potom musi
se jejich fazové trajektorie, feseni Liouvilleovy rovnice, ptiblizovat stacionarnimu stavu.

Takova moznost ale neexistuje v prostorové omezenych systémech s konec¢nou energii.
To zakazuje tak zvané Poincarého-Zermelovo lemma.

Tvrzeni 6.1.2 (Poincaré-Zermelo). Systém s konecnou energii omezeny v koneéném
objemu se po dostatecné dlouhé dobe vrati do libovolné blizkosti témer kazZdého pocdtecniho
bodu ve fdzovém prostoru.

Diikaz. Necht systém v ¢ase t zaujimé ¢ast fazového prostoru I';. Potom necht T je
sjednoceni I' = (J,5 .. Jelikoz je dany systém uzavien v konecném objemu a ma
koneénou energii, musi mit koneény objem. Vybereme libovolnou malou ¢ast g C T
Oznacme ¢’ tu ¢ast g, kterd z g uniké za jednotku casu a nevrati se zpét do g. Rychlost
uniku fazového objemu nezavisi na ¢ase a zavisi pouze na souradnicich (diky tomu, Ze
rychlost nezavisi explicitné na ¢ase). Potom velikost objemu, ktery unikne z g za ¢as T'
a nevrati se zpét je T'g'. Plati

Ty <T =T < Q< oo, (6.13)

kde w a € jsou prislugné fazové objemy. Z 6.13 plyne, ze ' — 0, tudiz ¢’ ma miru
nula. ]
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Pro toto tvrzeni je ovsem podstatné, ze fazovy objem je koneény, kdezto cas navratu
do blizkosti vychoziho stavu muze rust nad vSe meze. Doba, za kterou se stav vrati zpét
do stavu blizkého svého vychoziho stavu se nazyva Poincarého cyklus. Hruby odhad pro
periodu Poincarého cyklu pro N ¢astic je Ty ~ eV a je tedy extrémné dlouhy. Takze
v dobé Zivota vesmiru nelze ocekavat, Ze se 102 ¢dstic nékdy priblizi svému vychozimu
stavu. Takze pozorovana nevratnost je omezena ¢asovou skalou Poincarého cyklu.

Dusledkem Ponincarého-Zermelova lemmatu je, ze pripadna nevratnost je mozna
pouze pokud a) s ¢asovou skalou roste i fazovy objem. Trajektorie ve fazovém prostoru,
které maji vlastnost, ze se asymptoticky blizi nékterému stacionarnimu stavu se nazyvaji
mixujixi toky. Tyto lze matematicky definovat tak, ze pro vSechny kvadraticky inte-
grovatelné funkce f(X) a g(X) na energetické nadplose plati

1 Js, F(X)dSg [5 g(X)dSk

Jim SE) Js F(X)g(X(1))dSE = SIE ;

(6.14)

kde X (t) je fazova trajektorie Liouvilleovy rovnice. Jestlize g(X) = w(X) je statistickd
(rovnovazna) rozdeélovaci funkce, potom

(s = | FOOw(X (£)dSp —— < [ f(xas; (6.15)

t—+oo Z(E)

nebot rozdélovaci funkce je normovana na jednotku. To znamend, Ze hodnota funkce
f(t), na hrubé skale ve fazovém prostoru, konverguje ke statistické stfedni hodnoté se
staciondrnim rozdélenim stejnych pravdépodobnosti wg(X) = 1/%(F). Z Liouvilleovy
véty ale plyne, ze rozdélovaci funkce nemuze na mikroskopické skéle zaviset na Case.
Mixujici toky jsou ergodické, ale ergodické toky nemusi byt mixujici. Mixujici systému
mohou existovat pouze na hrubé skale, kde jsou mikroskopické fluktuace prostorove
vystredovany. Jelikoz zkusenost nam iika, ze redlné systémy relaxuji na makroskopickych
skalach, vychazime z toho, ze jsou mixujicimi toky.

6.1.2 Statisticka a termodynamicka entropie — termodynamicka
limita

Ergodickd véta méa fundamentalni dusledky pro platnost vysledku statistické mecha-
niky. Mikroskopicky stav izolovaného ergodického systému béhem dlouhé doby pro-
jde okolim libovolného stavu na energetické nadplose. To znamenad, ze makroskopické
meéreni, ktera ziskavaji informace v ¢asové vystiedovaném intervalu odpovidaji tedy sta-
tistickym stfednim hodnotam. Statisticka fyzika muze tedy predpovidat chovani makro-
skopickych systému a vysledky pro jednotliva casové vystiedovand méteni. Ergodicka
hypotéze je potom ekvivalentni postuldtu stejnych pravdépodobnosti.

Velicina, kterd propojuje mechanicky popis na fazovém prostoru s termodynamikou
je entropie. Tu jsme definovali ve vztahu (5.25)

S(E,V) = kgIn(D(E)/AT) | (6.16)

kde
['(E)=QFE+A) - QF) (6.17)
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a Q) = [ H(X)<E dX je fazovy objem, A je minimalni energetickd skdla rozlisitelnd
makroskopickymi prosttedky a AI' = (27h)*Y je elementdrni fizovy objem, aby argu-
ment logaritmu bylo bezrozmérné ¢éislo.

Funkce S(FE, V) nazyvame entropii teorie pravdépodobnosti rovnou logaritmu poctu
realizovatelnych makroskopicky rozlisitelnych stavu. Abychom ji mohli chapat jako ter-
modynamickou entropii, musime ukazat, ze S(E, V') z rovnice (6.16) spliiuje nasledujici
fundamentalni vlastnosti:

1. S(E,V) je extenzivni a aditivni veli¢ina
2. S(E,V) vyhovuje podmince maximality z druhého termodynamického zdkona.

Ukazeme nyni, ze tyto podminky jsou splnény pro dostatecné velké soubory, presnéji
jestlize N — oo. Tato limita mé fundamentalni vyznam pro nalezeni spojitosti mezi
statistickou fyzikou a termodynamikou a nazyva se termodynamicka limita.

Uvazujme dva velké izolované systémy Sy = (N, Vi, E) a Sy = (Na, Va, EY), piicemz
E, € (B, By + A) a El)y € (Ey, E; + A). Potom z definice entropie (6.16) plati

S1(E1, Vi) = kgInT(Ey)/AT

So(ES, Vo) = kp In Ty () /AT

Slou¢enim téchto podsystému ziskdme novy systém S(N; + No, Vi U Vi, E'), pricem?z
nova energie systému E’ spliuje nerovnosti

E\+ Ey < E' < By + Ey + 2A. (6.18)

Vnitini stavy podsystému se vSak diky vzdjemné interakci zméni, energie muze plynout
jak ze systému S; do systému Sy, tak obracené. Pouze celkova energie musi zustat
zachovana. Jestlize systém S; mé energii E] a systém Sy energii £, potom diky vzajemné
nezavislosti bude fazovy objem stavu s energii E € (E; + Es, Fy + Es + 2A) soucinem

Ly (E9)T2(E).
Déle, jestlize A je jednotka (nejmensi makroskopicky rozlisitelnd) energie, potom fézovy
objem pro mozné stavy vzniklé slou¢enim systému S; a Ss bude

E/A

F(E) = Z Fl(Ei)F2(E - Ei)a (6-19)

kdyz predpokladame, ze systémy S; i Sy maji zdola omezenou energii Fy,;, = 0. Stavy
v sumé (6.19) jsou vsechny mozné a rozlisitelné stavy podsystému S; a Sy ve vzdjemné
interakci. Entropie slouceni systému S; a Se potom z rovnic (6.16) a (6.19) je

E/A
S(E,V) =kpln Y T1(E)Ty(E — E;) /AT, (6.20)

i=1
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Nyni ukdzeme, ze v limité velkych éisel N1, N — oo do entropie S(E, V) pfispiva
pouze ¢len I'(E) )9 (E2), Ey + Ey = E, ktery je maximem ze s¢itancu v (6.20). Plati
nasledujici nerovnosti

D(EDA(B) < T(E) < ZT(E)D(E),

coz pro entropii znamena

Plati néasledujici imérnosti
oM =l o Ny (I = EY?),

Ty 132 =Ty ox Ny (I = VREY?), (6.22)
E «x N1 + NQ,

odkud odvodime princip aditivity entropie

S(E,V) = S1(Ey, V1) + Sa2(FEs, Vo) + O(In N). (6.23)

Podminku na urceni energii £y a EFs = F — FE; dostaneme z maximality soucinu

Iy (E)Do(E — Ey), t.

0 9,
O (B ) (E—FE s = —InIy(F = —Inly (& 24
[ 1( 1) 2( 1):| Ev=E O = 8E1 . 1( 1) E1=E, aEQ " 2( 2) Ey=FE> 7 (6 )

coz vyjadruje princip maxima entropie pti smichani dvou makroskopickych systému.
Ukazali jsme obecné, ze v termodynamické limité statisticka entropie ma skutecné
vlastnosti termodynamické entropie. Ze znalosti zavislosti entropie na energii muzeme
definovat dalsi fundamentalni termodynamickou veli¢inu a tou je absolutni teplota
T. Je to parametr, ktery charakterizuje rovnovahu mezi dvéma systémy a je definovan
vztahem
1 — M (6.25)
T oF
ktery zname z termodynamiky. Takze dva rovnovazné systémy, které jsou ve vzajemném
kontaktu, si vymeénuji energii tak dlouho, az se jejich teploty vzajemné vyrovnaji. Tzn.
rovnovazny stav dvou systému v kontaktu znamena

T =T, (6.26)

Existence a vlastnosti termodynamické limity

Termodynamicka limita je dulezity koncept v konstrukci termodynamiky ze statistického
popisu. Statistické veli¢iny dostanou termodynamicky vyznam pouze v této limité. Exis-
tence a jednoznacnost této limity vsak vyzaduji urcité predpoklady ohledné chovani ter-
modynamickych proménnych. Ve statistickém popisu makroskopickych systému mame
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dvé fundamentalni proménné. Jsou to objem V' a pocet elementarnich objektiu, mikro-
skopickych céastic V.

Jak vime z termodynamiky, tak rozliSujeme extenzivni a intenzivni termodynamické
proménné. Extenzivni proménné rostou bez omezeni se zvétSovanim objemu a poctu
castic, kdezto intenzivni proménné zavisi na objemu a poctu ¢astic pouze omezenym
zpusobem a zustavaji konecné i limité nekonecného objemu a nekonec¢ného poctu ¢astic.
Aby termodynamicka limita reprodukovala termodynamické vlastnosti musi spliiovat
nasledujici predpoklady

Postulat 6.1.1.

1. Makroskopicky méritelné veliciny v termodynamické limité V. — oo nezdvisi na
tvaru objemu a na hodnotdch teéchto velicin a jejich deriwaci na hranici objemu.

2. Termodynamickd limita je fiznim bodem jednoparametrické skalovaci transformace,
kde existuje jedind nezdvisld extenzivni skala. Ostatni extenzivni veliciny jsou konec-
nymi nasobky této skaly. Tyto nasobky jsou obecné intenzivnimi promennymi.

7 prvni ¢asti postuldtu 6.1.1 plyne, Ze termodynamické veli¢iny v termodynamické
limité zavisi pouze na objemovych hustotdch svych extenzivnich proménnych, coz jsou
typické intenzivni proménné. Z druhého tvrzeni postulatu 6.1.1 potom plyne, ze termo-
dynamicka limita je charakterizovana pouze jedinou “nekonec¢nou” skédlou. Tuto skéalu
standardné volime bud'to V nebo N.

Postulat 6.1.1 jesté ovSem nezarucuje existenci termodynamické limity. Ta existuje
pouze, pokud vSechny intenzivni veli¢iny konverguji. To jest, existuje dobfe definovana
hodnota

Vlim f(V,N, Xq,....X,) = f(p,x1,...,2p) (6.27)
—00
pro libovolnou makroskopicky meéritelnou intenzivni proménnou f(V, N, Xy, ..., X,).

Pricemz limitni hodnota jiz nezavisi na zadné extenzivni veli¢iné, ale pouze na obje-
movych hustotdch p = limy o (N/V) z; = limy_,o(X;/V). Existence termodynamické
limity potom zarucuje termodynamickou homogenitu a platnost Eulerova lemmatu. Pro
entropii S totiz v termodynamické limité plati

. S(E,V,N,Xi,...,X,)
lim
V—oo V

= s(u, p, X1, ., Tn) , (6.28)

kde u = limy_,(E/V). Z pohledu ergodické teorie termodynamickd limita existuje,
jestlize systém je ergodicky, to jest, fazova trajektorie mikroskopické realizace makro-
skopického stavu v nekonecném c¢ase homogenné pokryje skoro vsude cely dostupny
fazovy prostor nezavisle na pocatecnim stavu. Homogenni pokryti dostupného fazového
prostoru ergodickym tokem vede tedy na termodynamickou homogenitu.
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6.2 Termodynamické veliciny ze statistické mecha-
niky

6.2.1 Vztah termodynamiky a statistické fyziky

Tim, ze jsme definovali entropii S(E, V) a absolutni teplotu 7" pomoci charakteristik
fazového prostoru, tj. statistické mechaniky, otevieli jsme cestu k odvozeni termodyna-
mickych zdkonu z postulatu statistické mechaniky. Je tfeba si uvédomit, ze statisticka
entropie S(F, V) koresponduje s termodynamickou entropii pouze v limité velkych sou-
boru (N — o0), kdy plati princip aditivnosti a princip maximality. Jenom tehdy jsme
totiz schopni zavést pojem absolutni teplota, ktera je parametrem urcujicim rovnovahu
mezi ¢astmi izolovaného systému. Jenom v limité N — oo lze zanedbat ¢leny In N, které
narusuji principy aditivnosti a extremality entropie vyjadiené vztahy (6.23) a (6.24). Li-
mita N — oo, kterd se z vyse uvedenych duvodu nazyva termodynamicka limita,
umoznuje vsak ruzné ekvivalentni definice entropie. Napt. nasledujici definice jsou ter-
modynamicky ekvivalentni, tj. lisi se maximalné cleny typu O(In N). Definice pomoci
energetické vrstvy
S =kglnT'(F)/AL ,

pomoci energetické nadplochy

S =kplnX(F)/AY ,
kde AY = AT'/A nebo pomoci fazového objemu

S =kglnQ(E)/AL .

Dukaz ekvivalence vsech téchto definic vyuziva stejnych kroku, jako jsme uzili pii od-
vozeni aditivity entropie, to jest, vyznamny je pouze pfispévek s maximalni hodnotou,
ktera ve vysocedimenzionalnim prostoru je soustiedéna kolem povrchu.

Pro definice entropie je jesté navic podstatné, ze takto definovana entropie je ne-
klesajici funkci objemu. Nebot jen tak muze vyhovét druhému termodynamickému
zakonu, ze entropie koneéného stavu rovnovazného procesu nemuze byt mensi nez en-
tropie pocatecniho stavu. V minulém paragrafu jsme ukézali, Ze entropie je neklesajici
funkei pfi interakci dvou systému. Jestlize uvazujeme jediny izolovany systém, potom
kvazistaticka termodynamicka zména muze vést pouze k objemové expanzi, tj. k ndrustu
fazového objemu. Jelikoz ale s narustajicim objemem zmeéna entropie z diferencialni rov-
nice

oS oS
dS(E,V) = (8—E>VdE—|— (W>Edv, (6.29)
a definice tlaku 95
P=T|— .
(E)V)E >0 (6.30)

v izolovaném systému, dE = 0, je kladna. Takze i druhy termodynamicky zdkon je
splnén, jestlize tlak v systému je kladny. Kladny tlak vyplyva z ptimé zavislosti fazového
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objemu na objemu. Pro jednoduchost jsme ptredpokladali, ze dN = 0, stejné tak i pro
ostatni extenzivni veli¢iny.

S vyuzitim definice tlaku, (6.30), prepiseme vztah (6.29) do zndmého tvaru prvniho
termodynamického zakona pro uzavieny systém

dE = TdS — PAV =dQ — PdV. (6.31)

7 ptredchozich argumentu muzeme zapsat i druhy termodynamicky zakon pro kva-

zistatické procesy
dS >0 nebo TdS > dE + PdV. (6.32)

Pricemz kvazistatickym procesem rozumime pozvolnou zménu energie a objemu daného
systému diky interakci s tepelnou lazni, béhem kterého systém zustava v kazdém okamziku
v termodynamické rovnovaze. Reversibilni proces je potom takovy kvazistaticky proces,
ve kterém nedochdzi k narustu entropie (dS = 0).

6.2.2 Konstrukce termodynamickych funkci ve statistické me-
chanice

Zavedenim entropie a absolutni teploty jsme otevteli cestu vybudovat cely aparat ter-
modynamiky v ramci statistické mechaniky. Formalné postupujeme nasledovné pro izo-
lovany mechanicky systém.

1. Najdi hustotu stava X(E) na energetické nadplose S daného hamiltonianu.
2. Definuj entropii (az na aditivni konstantu) ze vztahu S(E, V) = kg InI'(E)/AT

3. 7 této rovnice najdi energii E jako funkci S a V. Vysledna funkce je vnitini energie
systému U(S,V) := E(S,V)

4. Ostatni termodynamické funkce a relace se uréi z nasledujicich vtzhu:

absolutni teplota T= (g—g)v
tlak P=—(%),
fundamentalni rovnice termodynamiky dU =TdS — PdV
volnd (Helmholtzova) energie F=U-TS
Gibbsuv potencidl G=U+PV-TS=F+PV
tepelna kapacita Cy=T (g_f’)v = (g—g)v
termickd stavovd rovnice P(T,V)=— <%>
T
kalorickd stavovd rovnice ur,v)=FrT,V)-T (%)
1%

Ze znalosti fundamentalni rovnice termodynamiky a termodynamickych potencidlu
potom odvodime ostatni potfebné termodynamické veliciny.
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6.3 Statisticka particni suma — mikrokanonické, ka-
nonické a velké kanonické statistické rozdéleni

Fazovy prostor N c¢astic je fundamentalnim reprezentaénim prostorem statistické me-
chaniky. Pojitko mezi mechanikou, to jest izolovanymi systémy bez interakce s okolim,
a termodynamikou je veli¢ina entropie. Tu jsme definovali na fazovém prostoru jako
velikost fazového objemu, ktery zabira makroskopicky stav vymezeny makroskopickymi
okrajovymi podminkami. V piipadé izolovaného systému je to energetickd nadplocha,
nebo energeticka vrstva kolem nadplochy s danou energii vymezenou nejmensi makrosko-
picky zjistitelnou energii A. Ukézali jsme, ze statisticka entropie na fazovém prostoru
mé vlastnosti termodynamické entropie, jestlize pocet céastic N se asymptoticky blizi
nekonecnu, to jest, jeho velikost je nesrovnatelné vétsi, nez vSechna relevantni ¢isla v
makroskopickém popisu. S entropii, kterd mé termodynamické vlastnosti je pak mozné
vybudovat cely formalni aparat termodynamiky.

Entropie jako pojitko mezi fazovym prostorem a termodynamikou neni nejvhodnéjsi
volba. Funguje dobte prakticky pouze pro izolované, tedy mechanické, systémy. Skutecna
termodynamika je ale o interakci systému s okolim a redukci vlivu okoli a jeho kvan-
tifikaci pri zkoumani vlastnosti vybraného makroskopického stavu, ktery je v daném
casovém rozmezi v termodynamické rovnovaze se svym okolim. Proto se zavadi jina
veli¢ina na fazovém prostoru, ze které 1ze odvodit vSechny termodynamické vlastnosti
rovnovazného makroskopického stavu. Touto veli¢inou je partiéni suma.

Parti¢ni suma je obecné vazana na néktery termodynamicky potencial, ktery je pak
logaritmem partiéni sumy nebo nékdy nazyvané particni funkce. Jinak lze taky particni
sumu chapat jako sumu nebo integral nenormalizované rozdélovaci funkce. Statisticka
rozdélovaci funkce definuji ruzné statistické soubory, ze kterych muzeme vybudovat ter-
modynamiku.

Nejjednodussi statistické rozdéleni mikrostavu je pro izolovany systém, ktery je
oddélen pevnymi adiabatickymi sténami od svého okoli. Rozdélovaci funkei takového
souboru s pevnou energii /| ktery se nazyva mikrokanonicky soubor, lze psat

1

w(B; X) = —O(H(X) - E) 0 (E+A— H(X)) (6.33)

mic
kde jsme zavedli partiéni sumu mikrokanonického statistického rozdéleni

1 I(E)

Zmic = NT7N N

/dX@(H(X) _E)O(E+A—H(X)) =
Oznacili jsme X € RS soufadnici (mikroskopicky stav) v 6 N-rozmérném fézovém pro-
storu a AI' = A3 je minimdln{ fizovy objem odpovidajici nejmensi makroskopicky
rozliSitelné veli¢iné.

Vidime, ze v mikrokanonickém souboru je parti¢ni suma pocet makroskopicky rozlisi-
telnych stavi s danou energii E. Termodynamicka funkce odpovidajici mikrokanonické
particni sumeé je entropie, ktera je pak definovana

A (6.34)
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kde £ je Boltzmannova konstanta. Roli termodynamického potencialu pak v mikroka-
nonickém souboru hraje entropie, ktera je imérnd logaritmu mikrokanonické parti¢ni
sumy

S(E, V) =kpln Zpmic . (6.35)

Entropii ve statistické mechanice lze zavést jesté jinym zpusobem pomoci (pravdépodob-
nostnf) rozdélovact funkce. Jestlize definujeme

ks

S(E,V) = NN

/de(X) Inw(X) , (6.36)

potom mluvime o pravdépodobnostni entropii. Z definice rozdélovaci funkce, vztah (6.33),
snadno zjistime, ze statistickd a pravdépodobnostni entropie, vztahy (6.35) a (6.36), jsou
zcela ekvivalentni.

Mikrokanonicky soubor a jemu odpovidajici mikrokanonické rozdéleni je prechodo-
vym krokem mezi mechanikou a termodynamikou, nebot popisuji izolovany systém.
Termodynamika, jak vime, je o interakci systému s okolim, termalni lazni. Jestlize tedy
zkoumany systém je v rovnovaze s nesrovnatelné vétsim okolim, potom zmény zkou-
maného systému neovliviiuji rezervoar a pii hledani rovnovdhy mezi systémem a re-
zervoarem rovnice

9S(E,V) 1

E=E
nemé jednoznaéné fedenf pro energii systému £, maximalizujici celkovou entropii systému
a rezervoaru, pii zadané teploté T, kterd je teplotou rezervoaru. Degenerace v rov-
nici (6.37) je zpusobena tim, Ze zkoumany systém je zanedbatelné maly ve srovnani s
rezervoarem. Energie systému muze tedy na mikroskopickych skalach fluktuovat. Po-
kud zkouméame uzavreny systém, to jest, nedochazi k vymeéné castic s okolim, jak jsme
ukazali v paragrafu 5.4.1, rozdéleni energii, které vyhovuji maximu celkové entropie, ma

tvar 1
w(B; X) = ——e PHE) (6.38)

ZN
kde jsme oznaéili 8 = 1/kgT a Zy je normalizacni konstanta. Tato normalizaéni kon-

stanta je particni suma kanonického rozdéleni a je definovana

dxX
Zn(T, V) = / e PHX) (6.39)

Vztah (6.38) definuje kanonického rozdéleni energii v termodynamickém souboru v
rovnovaze s tepelnym rezervodrem o teploté T' = kp/f. Z partitni sumy definujeme
termodynamicky potencidl, ktery v pripadé kanonického souboru je Helmholtzova volna
energie F'(T,V)

Zn(T, V) = e PETY) (6.40)

Pomoci tohoto potencialu lze jesté rozdélovaci funkei kanonického souboru w(X') zapsat

w(B: X) = PETV)-HX) (6.41)
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V na8i uvaze o kontaktu fyzikalniho systému s tepelnou lazni jsme ptredpokladali,
ze systém a lazen si nevyménuji ¢astice. Nyni si predstavme, ze mame otevieny sytém,
kterému umoznime nejen vyménu energie mezi systémem a lazni, ale i vymeénu castic.
Trebaze se muze jevit ze vyména energie systému s tepelnou lazni je prirozena, je vymeéna
castic se systémem méné pravdépodobna a méné realisticka. Jestlize vSak nepfipustime
vymeénu ¢astic s rezervoarem, musime vychazet z toho, ze pocet ¢astic systému je presny
a pro srovnani experimentu tedy neménny. Coz ovSem uz realné zarucit nemuzeme, a
proto umoznujeme fluktuace i v poc¢tu ¢astic. Takovy systém potom nazyvame velkym
kanonickym souborem, na rozdil od kanonického souboru, kde fluktuuje pouze ener-
gie.

V pripadé velkého kanonického souboru je tieba povazovat fazovy objem I' za ex-
plicitni funkei energie E, objemu V' a poc¢tu ¢astic N, tj. T'(F,V, N). Opét nas nebude
zajimat stav tepelné lazné, nybrz vyhradné vnitini stav zkoumaného systému. Uplny
soubor slozeny ze systému S a rezervoaru a Ss je opét mikrokanonicky a tedy rozdélovaci
funkci na dplném prostoru lze psat

1

WX = FE v

OHX)-E)O(E+A—-H(X)). (6.42)
7 této funkce chceme odvodit rozdélovaci funkci pro zkoumany systém se souradnicemi
X;. Tudiz pres souradnice X, preintegrujeme. Jestlize se systém S; obsahuje Vi ¢astic,
potom

1

o B = S v

[ v () ©(H(X) - B) ©(B+ A - H(X)
[(E—E1,V,N—N))

(6.43)

kde jsme oznacili miru na N-¢dsticovém fadzovém prostoru duy = dX/N!h3N. Jestlize

jesté energie systému S; je Ej, potom rozdélovaci funkce velkého kanonického souboru

I'(E—FE,V,N—N)

By X
wiy (Br; X) o T(E,V,N)

(6.44)

Nyni rozvineme ve dvou nezavislych proménnych E; a Nj logaritmus pravé strany.
Budeme predpoklddat nesoumértitelnost rezervoaru a systému, takze zmény zkoumaného
systému nemeéni fazovy prostor rezervoaru.

kg WI'(E — E;,N — N,) = S(E,N) — E; (w)
N

oE

OS(E,N)\ Ey H

kde jsme zavedli chemicky potencial

<35(£\}N_>>E --£ (6.46)
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Dosazenim do rovnice (6.43) a substituci Fy = H(X) dostaneme rozdélovaci funkci
velkého kanonického souboru:

1
w(B, p; X) = - de’ﬁ (HE)=N), (6.47)
gran

Normalizaéni konstanta Zg,qnq je velkd kanonickd (grandkanonickd) particni suma. Tuto
sumu ziskdme scéitanim pfes vSechny c¢asticové realizace N a integraci pfes vSechny
mikrostavy N-c¢asticového systému. To jest

1
—B(H
Zgrand = § b NI / dX e PUHE)=uN), (6.48)
I'n

Jestlize jesté zavedeme unikovy koeficient (“fugacity”)

z = (6.49)
potom lze velkou kanonickou particni sumu zapsat ve tvaru
Zgrand(T7 V7 /JJ) = Z ZN ZN(T7 V)? (650)

N=0

kde Zn(T,V) je kanonickd parti¢ni suma.
Termodynamickym potencidlem pro velky kanonicky soubor je wvelky kanonicky po-
tencial Q(T,V, u) definovany z grankanonické partiéni sumy

Z = e AUV (6.51)

Rozdeélovaci funkci velkého kanonického souboru lze zapsat pomoci odpovidajiciho ter-
modynamického potencialu

w(B, i X Z N BT,V i)~ Hy () (6.52)

6.3.1 Vztahy mezi termodynamickymi potencialy

Podobné jako v termodynamice jsme zavedli ruzné statistické soubory, které nejlépe po-
pisuji vyménu zkoumaného systému s tepelnym rezervoarem. Podle toho, jakd probiha
vymeéna mezi systémem a okolim, volime typ statistického souboru. Pricemz v kazdém
statistickém souboru jsme zavedli jeden termodynamicky potencial definovany jako nor-
maliza¢ni funkce odpovidajiciho statistického rozdéleni. Ze znalosti jednoho termody-
namického potencidlu, pripadné termodynamické funkce jako je entropie, muzeme po-
moci standardnich termodynamickych vztaht odvodit ostatni termodynamické veli¢iny.
To ale znamend, ze mame ruzné moznosti odvozeni jedné termodynamické veliciny z
ruznych statistickych souboru. Jelikoz ale existuje pouze jedina termodynamika, je ne-
zbytné, aby mezi jednotlivymi potencidly odvozenych z ruznych statistickych rozdéleni
platily vztahy, které zname z termodynamiky. Tj. aby jednotlivé potencidly nezavisely



KAPITOLA 6. STATISTICKE SOUBORY A TERMODYNAMIKA 120

na konkrétnim statistickém souboru, ve kterém byly vypocteny. Tzn. jednotlivé statis-
tické soubory musi byt ekvivalentni a vést na jedinou termodynamiku. Ukazeme, zZe to
plati pravé v termodynamické limité. V tomto paragrafu ukazeme, ze fyzikalni veliciny
v termodynamické limité jsou nezavislé od vybéru statistického rozdéleni.

Ozna¢me stiedni hodnotu libovolné funkce f(x) na fazovém prostoru s rozdélovaci
funkef w(X):

(f) = / A () w(X) £(X), (6.53)

kdyZ jsme pouzili definici invariantni miry duy(X) = dX/N!h*Y na N-¢dsticovém
fazovém prostoru. Piicemz w(z) je rozdélovaci funkce statistického souboru. Nezavislost
urceni statistické stfedni hodnoty na rozdélovaci funkci znamena, ze stfedni hodnoty
vSech mocnin funkce f(x) jsou stejné ve vsech souborech.

Pro nalezeni vztahu mezi generujicimi termodynamickymi funkcemi S, F' a €2 z mi-
krokanonického, kanonického a velkého kanonického rozdéleni vyjdeme ze vztahu (6.39)
pro kanonickou parti¢ni sumu. Muzeme psat

2r.VoN) = [ dun()e 5 = [ap [ du(3)8((3) = B

= / AE Zpie(EB)e ™ PE =V / due PV (w=Ts(wp)) (6.54)
0 0

kde jsme zavedli hustotu energie u = E/V, ééstic p = N/V a entropie s = S/V.
Soucasné jsme vyuzili homogenity termodynamickych funkei v termodynamické limite.
V termodynamické limite V' — oo lze k vypoctu integrilu ve vztahu (6.54) vyuzit
metodu nejvétsiho spadu. To jest, do integrdlu prispiva pouze ¢len, ktery minimalizuje
vyraz v exponentu, tj. pro hustotu energie u(p, s), kterd spliiuje rovnici

Jestlize pouzijeme tento zaveér a srovname vysledek s definicnim vztahem pro volnou
energii v kanonickém souboru, (6.41), potom dostaneme pro volnou energii z kanonického
souboru zavislost na entropii z mikrokanonického souboru

f(Tu p) U Tsmic(ﬂv p) (655)

pri dané teplote T'.

To znamenad, ze potencidl F'(T,V,N) =V f(T,p) z (6.41) je skutecné Helmholtzova
volna energie ziskana z entropie mikrokanonického rozdéleni. Termodynamické veli¢iny
odvozené z mikrokanonického a kanonického rozdéleni jsou stejné.

Analogicky pro velky kanonicky soubor plati

Z(TV) =V / du =PVl mren) (6.56)
N=0
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kde jsme oznacili py = N/V. V termodynamické limité opét vyuzijeme metodu nejvétsiho
spadu vuci proménnym u a py pro vypocet integralu a sumy ve vyrazu (6.56). Extrém

integrandu nastava pro
0 1 0
_E_ () () (6.57)
T 80N ” T ou P

coz vede na velky kanonicky potencidl
QT V, 1) =V (@ = Tspmic(u, p) — up) (6.58)

pricemz opét veliiny s,,;., U, p maji hodnoty z mikrokanonického souboru. Stejné jako
v kanonickém souboru nabyva velky kanonicky potencial minima v termodynamické
rovnovaze. Vyuzijeme-li jesté dalstho definicniho vztahu

oU oU
p=— (% _ (Y _
(aV)NS’ g <6N>Sy’ (6:59)

dostaneme termodynamické potencialy v diferencialnim tvaru

dF = —SdT — pdV + pdN,
dQ = —SdT — pdV + Ndu. (6.60)

V termodynamické limité N — oo, kdy do termodynamické particni sumy prispivaji
pouze sedlové body (maxima nebo minima termodynamickych potencidli) jsou ter-
modynamické potencidly jednotlivych statistickych souboru na sebe ptreveditelné stan-
dardnimi termodynamickymi vztahy. Tzn. termodynamické veliciny jsou nezavislé na
volbé souboru, a tudiz vSechny tii statistické popisy vedou na jedinou termodyna-
miku. Jednotlivé termodynamické potencidly jsou svazany Legendreovymi transforma-
cemi souvisejicimi se zménou nezavislych proménnych v jednotlivych potencialech.

Pro uréeni parti¢nich sum jednotlivych statistickych souboru jsme pouzili pro vypocet
integralu metodu nejvétsiho spadu, coz je ekvivalentni metodé sedlového bodu pro kom-
plexni proménné. Mlcky jsme vzdy predpokladali, Ze ziskané rovnice sedlového bodu ve-
dou na odpovidajici extrém, minimum termodynamického potencidlu, coz je ekvivalentni
maximu entropie. Ukazeme, ze entropie nabyva v sedlovém bodé skutetné maximum,
jestlize tepelna kapacita C'y byla kladné. Z definice tepelné kapacity dostaneme

oU oU oS 08
& (8T>Ny <65)MV(8T)Ny (8T>Ny’ (6:61)

a tedy entropie nabyva maxima jestlize
”?s 9 (1 oT OB\
- D) =T =) =T =
V> 98 = o (T) <8E> (8T> ’

028 1

9B~ T2y

tzn.

0. (6.62)
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Odtud ziskame vyznam tepelné kapacity pro stabilitu termodynamiky popsané apara-
turou statistické mechaniky. Jestlize entropie nabyva maxima, potom volnd energie a
velky kanonicky potencial nabyvaji minima v sedlovém bodé. Navic, aby velky kanonicky
potencial nabyval ve sedlovém bodé minima vuci fluktuacim pocétu ¢astic, je nutné, aby
aby objemova stlacitelnost byla kladna. Plati totiz

?s 1
= = — <0 6.63
kde Ky = —v '0P/dv je izotermickd stlacitelnost a v = V/N = 1/p. Toto obecné

dokazeme v nasledujici kapitole, kde budeme studovat fluktuace fyzikalnich velicin v
ruznych statistickych souborech.

6.4 Uziti klasickych statistickych rozdéleni

Na prikladech budeme demonstrovat vyuziti statistickych rozdéleni k odvozeni nékterych
obecnych vztaht a zakonitosti termodynamiky a klasické statistické fyziky:.

6.4.1 Ekviparti¢ni a viridlovy teorém

Nejdiive odvodime obecny vztah stfedni hodnoty souc¢inu kanonické proménné s derivaci
hamiltonianu a teploty.

Uvazujme nésledujici stfedni hodnotu na fazovém prostoru (X; = ¢; nebo p;,
i=1,...,3N) v mikrokanonickém souboru
<Xi8H(X)>: 1 / dXXi(‘?H(X): A i/ dXXi,aH(X),
an F<E) E<H(X)<E+A an F(E) OFE H(H)<E an

kde jsme prevedli integraci po nadplose na integral po fazovém objemu. Jelikoz E' je
konstanta, potom 0E/0X; = 0 a muzeme psét

A 3/ 0
= 2 AX X, -2 (H(X) - E) =
F(B)9E Juypron ™ i ax, HX) = B)

R 8 o™ a5 L5 OO~ B0 = s [ axo ()~ B

Pritom prvni integral je nula pro hamiltonidny, které jsou sudou funkei svych proménnych,
nebot jej lze prevést na povrchovy integral s H(X) = E. Do sttedni hodnoty prispiva
tedy pouze druhy integrdl, tj.

()45, 50 () e

-1
5 [ian(E)} _ _kady = 6, kpT. (6.64)
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Toto je zobecnény ekviparticni teorém, ktery se tyka systému popsanych kvadra-
tickym hamiltonianem
f/2

H(z) = Z [Aiq; + Bipy]

i=1

Pro tyto hamiltonidny totiz plati

> (x50 =2y

i=1

kde f je pocet harmonickych stupiit volnosti. Ve spojeni se vztahem (6.64) dostaneme
1
(H(X)) =S fksT (6.65)

coz je ekviparticni teorém, ktery iika, ze energie je rozlozena stejnomérné mezi
vSechny stupné volnosti harmonického systému. Na kazdy stupen volnosti pripadne ener-
gie 1/2 kT. Pro tepelnou kapacitu to znamend, ze

& _f

2 (6.66)
Tepelnd kapacita systému je v piimé tmeére s poCtem stupnu volnosti systému. Ve
vztahu (6.66) je opét skryt paradox klasické mechaniky, kterda predpoklddd neomezené
skalovani a kde neexistuje nejmensi kvantum energie. V klasické mechanice muzeme
totiz zjemnovat déleni energie az do nekonecna a tudiz dospéjeme v kazdém makrosko-
pickém systému ke spojitému rozlozeni nekone¢ného poctu stupnu volnosti. Vztah (6.66)
je tedy experimentalné platny pouze pro vysoké teploty, kdy diskrétni kvantova teorie
prechazi na spojitou klasickou.

Ze vztahu (6.64) muzeme odvodit i viridlovy teorém. K tomuto tcelu pouzijeme

Hamiltonovy rovnice (5.1) s jejichz pomoci z (6.64) ziskdme:

Z (gipi) = Z (g Fi(z)) = — Z <ngZ> = —3NkpgT, (6.67)

=1 i=1 i=1

kde F; je zobecnéna sila. Z klasické mechaniky vime, ze ¢; F; je tzv. virial.
Ekviparti¢ni teorém pouzijeme k odvozeni dvou fyzikédlnich zédkont tykajicich se ter-
modynamiky harmonickych systému.

Mérné teplo pevnych latek

Atomy v pevné latce se nachazeji v uzlech miize a jejich pohyb je omezen pouze na kmity
kolem svych rovnovaznych poloh. Hamiltonian krystalu muzeme potom v harmonické
aproximaci zapsat

o T /2 Z ain(gi — 47)(ax — @), (6.68)
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kdyz ¢¥ je rovnovéznd poloha atomu (jeho soufadnice). Tento hamiltonidn jesté zdiago-
nalizujeme prechodem do normélnich soutadnic pricemz dostaneme novy tvar

3N

1

k=1

7 ekviparticniho teorému potom dostaneme, ze stfedni energie je nasobkem teploty
a mérné teplo tedy nezavisi na teploteé.

E=3NksT = C,=3Nkp=3R, (6.69)

Toto je Petituv-Dulonguv zdkon pro mérné teplo pevnych latek, ktery dobie plati ve
vyssich teplotach.

Rayleightiv-Jeansuv zakon

Budeme uvazovat elektromagnetické pole uzaviené ve vakuu ohraniceném dokonalym
vodicem ve tvaru krychle o hrané L. Jelikoz stény krychle jsou dokonaly vodice, jedna
se o Cerné téleso, které nevyzatruje vné zadnou energii uzavieného elektromagnetického
pole. Plati okrajové podminky pro elektrické pole 7 x E=0a magnetické pole V-H=0
na vnittnich sténach krychle.

7. Maxwellovych rovnic ve vakuu

_ - 10E - o

VxH—--—=0, V-E=0,
c ot

VxE——a—:O , V-H=0,
c Ot

dostaneme vlnové rovnice pro elektrické a magnetické pole
viE - 2 FE _ 0, V- o _ 0 (6.70)
otz c o2 '

Reseni vinovych rovnic muzeme napsat ve tvaru:

E, = A, cos(wt — ) cosk,x sinkyy sink,z,
E, = A, cos (wt — ) sink,z coskyy sink,z,
E, = A, cos (wt — ¢) sink,x sink,y cosk,z,
H, = B, sin (wt — ¢) sink,x cosk,y cosk,z,
H, = Bysin (wt — ¢) cos kyx sink,y cosk,z,
H, = B,sin (wt — ¢) cosk,x coskyy sink,z,

kde A, B, k jsou vzajemné ortogonalni vektory a k, = In/L, ky=mmn/L, k, =nm/L.
Pricemz [, m,n jsou libovolna cela cisla a frekvence w splnuje disperzni relaci
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W= Winp = c%\/l2 + m? + n2. (6.71)

Bez tjmy na obecnosti miizeme vektory k, E a H zvolit tak, ze k = (0,0,k), E =
(£,0,0) a H = (0,H,0). Energie takto uzavieného pole je:

= 1
=Y 3 [(0,E,)? + kLE: + (0:H,)? + ki HY] (6.72)
coz je opét soubor harmonickych oscildtoru, w, = ck, = cnm /L. Sttedni hodnota energie
pro jeden stupen volnosti je z ekviparti¢niho teorému F = kT'/2. Elektromagnetické pole
pro jednu hodnotu hybnosti ma ¢tyti nezavislé harmonické komponenty, takze hustota
energie potom je

E(w)dw = 2kgTdN (w) , (6.73)

kde N(w) je pocet oscildtort s energil £ < w. Pficemz E = cy/kZ + kI + kZ a pocet stavii
se urcuje pouze z kladnych hodnot hybnosti. Jeden oscildtor zaujima objem (cm/L)3.
Tudiz

 14m?/3 WPV

N(w) = —
@) 8 (cm/L)?  6m2c3’
kde V' je objem, ve kterém je pole uzavieno. Pro hustotu energie z (6.69) muzeme
psat

25T
w(w)dw = 2B duw, (6.74)

m2c3

coz je Rayleightuv-Jeansuv zikon pro rozdéleni energie elektromagnetického zareni na
frekvence pti zadané teploté. Dobte plati pro malé frekvence, kdezto pro vysoké frekvence
hustota energie neomezené roste, coz vede na tak zvanou ultrafialovou divergenci. Tento
zaver nesouhlasi s experimentalnim pozorovanim. Nefyzikalni chovani Rayleighova-Jeans-
ova zakona pro vysokofrekvencni elektromagneticka pole byl vyfesen Planckovou kvan-
tovou hypotézou, ktera stala na pocatku kvantové teorie.

6.4.2 Klasicky homogenni idealni plyn - kineticka teorie

Problém kinetické teorie je popsat chovani idedlntho (zfedéném) plynu v homogennim
prostiedi omezeném v objemu V a teploté T. Kinetickd teorie plyni je historicky pted-
chudcem moderni statistické mechaniky. Cilem kinetické teorie je statisticky popis plynu
molekul, aniz bychom zkoumali pohyb jednotlivych molekul. V kinetické teorii plynu nas
zajima rozdélovaci funkce

e p" ) drd’p
kterd definuje pocet ¢astic, které v ¢ase t jsou v objemovém elementu d*r kolem souiadnice
r a maji hybnosti v oblasti d*p kolem vybrané hodnoty p. Celkovy pocet molekul v plynu
je pak dan normalizac¢ni podminkou

/ F&N, N Hdp = N .



KAPITOLA 6. STATISTICKE SOUBORY A TERMODYNAMIKA 126

V pripadé homogenniho plynu potom hustota ¢astic ve fazovém prostoru nezavisi na
soutadnici a muzeme piimo vyintegrovat pres objem

JECALI R

V rovnovazném stavu pak jesté statistické rozdéleni nezéavisi na case t. Z ptedchozi
kapitoly vime, ze pii zadané teploté plynu, bude rovnovazné rozdéleni Maxwellovo-

Boltzmannovo ,
exp {65, 2
Japexp{-pyY, 21

coz lze zapsat jako souc¢in jednocasticovych funkei

3/2 N
FoY) = [(%) eﬁpmm] .

Jelikoz meéritelné jsou rychlosti a ne hybnosti, potom ptejdeme k pravdépodobnostnimu
rozdéleni v jednocéasticovém prostoru rychlosti

fpY) = (6.75)

3/2
f(v)= (é—:ﬁ) e Imvi2 (6.76)

coz je Maxwellovo rozdeéleni rychlosti v homogennim idealnim plynu.

Maxwellovo rozdéleni pouzijeme k urceni tlaku plynu a stavové rovnice. Vybereme
malou plogku dS na hranici objemu uzavirajiciho plyn. Za casovy interval dt castice s
rychlosti v,, norméalova komponenta rychlosti k plose d.S, zaujme objem vélce v,dtdS.
Potom pocet ¢éstic, které za tento casovy usek narazi na vybrany element plochy dS je

dn(v) = pf(v)v,dvdtdsS |

kde p = N/V je objemova hustota plynu. Tlak téchto ¢éstic na sténu béhem této doby
je roven zméné hybnosti za jednotku casu pii pruzném narazu na sténu

dP(v) = (2mu,)vppf(v)dv

V izotropnim piipadé muzeme piimo vyintegrovat pres objemovy thel dS2 = sin 0dfd¢ /4,
pricemz v, = vcosf a dostaneme

dP(v) = %vapf(v)dv

S vyuzitim vztahu (6.76) dostaneme vyraz pro celkovy tlak plynu

= —pm/ dvv? f(v) == gpm <U > ) (6.77)
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pricemz stieni hodnota kvadratu rychlosti je

(v*) = 3]“‘;§T : (6.78)

Kombinaci téchto dvou rovnic dostaneme termickou rovnici idedlntho plynu
PV = NkgT . (6.79)
Ze sttedni hodnoty kvadratu rychlosti dostaneme vyjadieni pro vnitin{ energii idalniho
plynu, kalorickou stavovou rovnici,
3
U= ENk:BT : (6.80)

Kineticka teorie plynu je teorii idealntho homogenniho plynu.

6.4.3 Stavovarovnice pro nehomogenni Maxwelltiv-Boltzman-
nav plyn
Kineticka teorie jiz neni dostatecnd k odvozeni stavové rovnice pro nehomogenni idealni

plyn, to jest pro plyn ve vnéjsim potencialu, napiiklad gravitacnim poli. Pro obecny
hamiltonian idealnitho nehomogenniho plynu

H(X) =) % +) Ular), (6.81)

muzeme odvodit stavovou rovnici nékterym z nasledujicich zpusobu z hustoty termody-
namickych potencialu.

Pro slabé vnéjsi pole pouzijeme Gibbsovu-Duhemovu rovnici v malych objemovych
elementech AV. Pficemz pracujeme v kanonickém rozdéleni a s Helmholtzovou volnou

energii. Jestlize vyuzijeme vztahu
or
AN =K,
OAN ) 1 av

Potom stavova rovnice z Gibbsova-Duhemova vztahu je

OF (T, AV, AN)
OAN

PAV = ( ) AN — F(T, AV, AN).
T,AV

Pokud ovsem je plyn umistén v silném vnéjsim poli, pak na makroskopické ob-
lasti AV tlak neni ani na makroskopické skale homogenni a nelze jej takto z globalni
Gibbsovy-Duhemovy rovnice urcit. Jedind moznost zavedeni tlaku v nehomogennim
prostiedi je zavedeni tlaku v infiniteziméalnim objemu kolem soutadnice polohy v pro-
storu. Objemova zavislost se redukuje pouze na ty proménné, které nevystupuji expli-
citné v potencialu. Z defini¢ni rovnice pro hustotu volné energie Maxwellova-Boltzmanno-

va plynu
F
- —len/ d*qexp {—BU(q)}
N 1%
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tlak v malém objemu kolem souradnice q

of kTe BU(@

P(q) - _5U<q) = fV d3q€75U(q) ;

kde v(q) je infinitezimdlni objem kolem soufadnice q.

Alternativné a nejobecnéji odvodime stavovou rovnici idedlniho plynu v nehomo-
gennim potencidlu ptimo z velkého kanonického potencidlu. Nejdtive si rozdélime cely
objem na miniobjemy AV, uvnitt kterych je vnéjsi potenciél konstantni, to jest, U(q) =
U;, q € AV;. Tim rozbijeme cely systém na soubor podsystémiu v termodynamické rov-
novaze. Tyto subsystémy si mohou mezi sebou vymeénovat energii i ¢astice. Tj. jako celek
musi byt popsany velkym kanonickym souborem se stejnym chemickym potencidlem a
stejnou teplotou. Z Gibbsovy-Duhemovy relace pro jeden element celého systému plati

[e's) N N

PAV; = kgTIn Z — [/ d3q d¥p e~ P@*/2m+U)
N=0

[e] N : N
=kpTIny = (A—V) e PN | (6.82)

kde jsme zavedli de Broglieovu teplotni vinovou délku X\ = h/\/2rmkgT.

LAV,
P, AV, = k;BTeB(“‘Ul)T.

Abychom uzavteli stavovou rovnici musime jesté vylouc¢it chemicky potencial pomoci
poctu castic. Z definice

_ aQZ — %eﬂ(ﬂ_(]i).

N; =
ou A3

Celkovy pocet castic potom je

N = ZNi:eﬁ“%ZA%e_ﬁUi

Dosazenim této rovnice do rovnice pro tlak dostaneme

Ne PUi

P, =kpl ———+.
P AV e i

Analogicky dostaneme Boltzmannuv vztah pro rozdéleni ¢éstic

AV e AU

N=N—e———.
> AV el
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Barometricka formule

Uvazujme idedlni plyn v gravitacnim poli s gravitacnim zrychlenim g. Chceme znat
zavislot tlaku na vysce nad zemskym povrchem. Jestlize uvazujeme plyn v tenké vrstveé
e vysce h, potom jeho potencialni energie bude

U(h) = mgh ,

kde m je hmota ¢édstic plynu. Plyn ve uvazované vrstvé muzeme povazovat za homogenni,
to jest, je v ni dobte definovan globdlni tlak. Jestlize objemové hustota plynu ve této
vrstvé je p(h), muzeme pro plyn psat stavovou rovnici

P(h) = p(h)kgT .
Rozlozeni hustoty plynu v gravitacnim poli je popsano Boltzmannovym ptedpisem
p(h) = p(0) exp{—pBmgh} .
Dosazenim do stavové rovnice dotabeme barometrickou formuli

P(h) = P(0) exp{—B8mgh} . (6.83)



Kapitola 7

Teorie fluktuaci a obecné vlastnosti
statistickych sum

V oddilu 6.3 jsme ukazali, ze termodynamické potencidly odvozené z ruznych statis-
tickych souboru jsou v termodynamické limité stejné, tj. ze existuje pouze jedind rov-
novazna termodynamika odvozena ze statistické mechaniky. Timto postupem jsme vsak
nedokézali iplnou ekvivalenci statistickych souborti, nebot jsme dosud nemluvili o fluk-
tuacich fyzikalnich veli¢in v jednotlivych souborech. Napft. energie je pevné ddna v mik-
rokanonickém souboru, kdezto je neurcena v kanonickém rozdéleni. Dosud vime, Ze nej-
pravdépodobnéjsi energie kanonického rozdéleni je energie mikrokanonického rozdéleni.
K tplné ekvivalenci ruznych statistickych souboru potiebujeme ukézat, ze fluktuace
fyzikalnich veli¢in jsou zanedbatelné v termodynamické limité. Navic pii odvozeni ka-
nonického a velkého kanonického souboru z mikrokanonického jsme vychazeli z koneéné
energie tepelné lazné Ej, presto vSak jsme v rozdéleni energii kanonického souboru
integrovali i pres energie F# > Ep. Totéz plati o poctu castic ve velkém kanonickém
souboru. Tyto prispévky jsou vsak stejné zanedbatelné jako fluktuace téchto veli¢in pro
dostatecné velky pocet castic.

V této kapitole ukazeme, jak bez dalsich vypoctu na velkém 6 N-rozmérném fazovém
prostoru lze odvodit kvadratické fluktuace fyzikalnich veli¢in ve statistickych souborech
piimo z termodynamickych veli¢in. Souc¢asné timto najdeme kriteria stability termody-
namiky, to jest, kdy rovnovazné stavy spliuji princip maxima entropie.

7.1 Gibbsova metoda vypoc¢tu kvadratickych fluk-
tuaci

Mirou fluktuaci velicin ve statistickych souborech jsou korelaéni momenty, pripadné
korelacni funkce. Korelace jsme definovali v oddilu 5.1. Obecné korela¢ni momenty funkei
nahodnych proménnych Ize definovat

XCFT o Ey) = (B = (P))™ (B = (F)™) (7.1)

130
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kde uhlové zavorky znamenaji stfedovani ptres mikroskopické realizace se statistickou
vahou danou statistickym rozdélenim,

(F) = [ du(Xw()FP(X)

Nés budou nejvice zajimat kvadratické korelace (k; = 2) popisujici fluktuace fy-
zikélnich velicin. Pro libovolnou fyzikéalni veli¢inu oznac¢ime

AF = {(F — (F)))'”, (7.2)
coz je variance veliciny F'. Relativni fluktuace potom je

AF
Fyzikalni veli¢iny nezavisi na vybéru statistického souboru, pokud jejich stiedni hodnoty
jsou stejné a relativni fluktuace zanedbatelné. Jestli toto plati pro vsechny fyzikalni
veli¢iny, potom statistické soubory a jejich rozdéleni ekvivalentni.

Budeme uvazovat kanonické rozdéleni s hamiltonidnem H(X). Budou nds zajimat
fluktuace fyzikélnich velicin Ay (x), k = 1,...,n. Z tohoto duvodu rozsiifime puvodni
hamiltonidn o tyto ”zobecnéné sily” a;, legendreovsky sdruzené s velicinami A;. Tyto sily
chapeme jako poruchu rovnovazného stavu, ktera je slabd a systém radikalné nemeént,
vSechny zmény probihaji kvazistaticky.

Ao F = (7.3)

dH(X;a) +2Ak )day, . (7.4)

Volné energie s timto novym Hamiltonidnem potom je:
—BF(N,T,V:a) = In / dp(X)e PHEGA) (7.5)

Nyni snadno zjistime, ze

OF(N,T,V;a) 0H(X;a)
AN = = ) 7.6
< k> aak < Gak ( )
Za predpokladu, ze veliciny Ay nezdvisi na {a;}, potom
190*F(N,T,V;
cov(Ag, 4) = —LLEWNT.V3a) (7.7)

E Gakaal

Zcela obecné plati nésledujici Gibbsova lemmata:

9(9) _
o5 (0= (o)) (H = (H))) , (7.8)

2temm 20— (%03~ (ST (ST -0} . (o

1. lemma:
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Obé lemmata ziskdme piimym derivovanim stfedované veli¢iny (¢). Druhé lemma
(7.9) je zobecnénim vztahu (7.7). Tato lemmata muzeme vyuzit na vypocet fluktuaci
fyzikdlnich veli¢in. Vypocet korelaci a fluktuaci pomoci derivaci a vztahu (7.7)-(7.9)
se nazyva Gibbsova metoda a je ekvivalentem vypoctu momentu distribucni funkce z
generujictho funkciondlu.

Gibbsova lemmata vyuzijeme k vypoctu fluktuaci energie a ¢astic. Z prvniho lem-
matu, vztah (7.8), snadno vypocteme fluktuace energie v kanonickém rozdélent:

(o —myy = I = (5) (F).

ds
= —T(k’BT2> (ﬁ) = kBT2CV = Nk‘BT2CV.
N,V

Tudiz relativni fluktuace energie je

1 kpT?
NA AR
Tzn. Ze energie v kanonickém souboru podléhd normdlnimu rozdéleni se stiredem
E = (H) = U a sitkou rozdéleni AE = \/2NkgT?cy .
Voln4 energie kanonického souboru je pak dana F' ~ U — TS —1/2kgT In(Ncy ), kde
S je entropie mikrokanonického souboru. Posledni ¢len je imérny pouze In N, kdezto
prvni dva jsou imérné N. Tzn., ze prispévek od fluktuaci volné energie je zanedbatelny.
Analogicky odvodime fluktuace poctu castic ve velkém kanonickém rozdéleni. 7

druhého Gibbsova lemmatu (7.9) a z vlastnosti <%_],Y> = 0 dostaneme

AuE = (7.10)

19(N 19°Q 0?
(N — (N))? = 5% ~ 52~ —kBTVa—M];, (7.11)

kdyz jsme jesté pouzili integralni Gibbsuv-Duhamuv vztah (?7?). Nyni od proménné
prejdeme k proménné v = V/N. Plati nasledujici vztahy

aF) of(v)
p=(05) =) -2,
(6]\7 TV ov

kde f = F/N, P = —(0f/0v); 5. Odtud potom dostaneme

ov? w) o’

ou__BF 0P _ovop _(of\Tor_
ov O’ o Opov '

Déle jeste

PP _ 0 (1N _ Llov_ 1 (op\T_ 1 (2"
o Op\v/)  v2ou w2 \0ov ~ 3 \ o2 ‘

Oznacime izotermickou kompresibilitu (stlacitelnost):

1 /d*f - 1 /dP\ "
e = = 7.12
T (dv2) v (dv)m\, ’ (7.12)
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ktera pro fluktuace ¢astic hraje stejnou roli jako mérné teplo na ¢astici pro fluktu-
ace energie. Vztah (7.11) miZeme pomoci rovnosti (7.12) zapsat jako (N?) — (N)? =
(N)kpTrky/V, coz znamend, ze

1 RT
AN = Nk /chT7 . (7.13)

Veli¢ina v = k% je kompresibilita idedlniho plynu. Stejnym zpusobem jako v piipadé
kanonického souboru jsou fluktuace poctu castic ve velkém kanonickém souboru v termo-
dynamické limité zanedbatelné a korekce k termodynamickym potencialim a méritelnym
veli¢indm vymizi jako N~'/2 viici jejich stfednim hodnotam.

Jiz. difve jsme uvedli, Ze princip maximality entropie (minimality volné energie)
vyzaduje, aby Cy > 0 a kp > 0. Obdobné pii existenci dalsich zobecnénych sil (magen-
tické pole atd.) musi byt odpovidajici druhé derivace (susceptibility) kladné, aby vysled-
na rovnovazna termodynamika odpovidala stabilnimu resent!

7.2 Einsteinova teorie fluktuaci

Alternativni zpusob vypoctu kvadratickych fluktuaci z derivaci termodynamickych po-
tencialu upochazi od Einsteina. V této metodé, ktera byla Einsteinem zavedena pro ter-
modynamiku, se vyuziva vlastnosti entropie a jejimu vztahu ke statistickému rozdéleni.

Necht extenzivni veliciny A;(X),..., A,(X) charakterizuji makroskopicky stav, to
znamena, ze jejich zmény se projevuji ve zméné rovnovazného stavu. Entropie takového
makroskopického stavu je

S(E,Al,,An):kiBlnF<E,A1,,An) 5 (714)

kde I'(E; Ay, ..., Ay,) je objem fazového podprostoru odpovidajictho stavu s danymi hod-
notami Ay, ..., A, velicin A (X),..., A,(X). Oznaéime I'( E) fazovy objem odpovidajici
rovnovaznému stavu, ktery odpovidd maximu entropie. Toto maximum nastane pro

hodnoty A?, ..., AY. Potom pravdépodobnost nalezeni systému ve stavu s hodnotami
Al, ey An je

oo 4 T(E; Ai,...,A) exp{éS(E;Al,...,An)} _

Nalezeni systému ve stavu s hodnotami extenzivnich proménnych Ai,..., A, je

nahodny proces, a tudiz veliciny A;(X),...,A,(X) jsou ndhodné proménné. Jejich
odchylky od rovnovdzné hodnoty oznacime a; = A; — AV a pouZijeme je jako malé
parametry rozvoje entropie kolem rovnovazné hodnoty. Diky maximalité entropie v rov-
novazném stavu dostaneme cedouci odchylku
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Oznacime matici druhych derivaci

0?8
g] 8141814] Ay A0 ( )
Matice g;; je pozitivné definitni, nebot entropie v rovnovdze nabyvd maxima. Jestlize
jesté oznacime a = (av, ..., a,), potom pravdépodobnostni rozlozeni fluktuaci velicin
Ay, ..., A, kolem svych rovnovéznych hodnot je ze vztahu (7.15) kvadratické, gaussovské
1
fla)=Cexpy ———a-g-ap , (7.18)
2kp
kde jsme oznacili normaliza¢ni konstantu
det g 1/2
C=|—F 7.19
[(27? k‘B)”] (7.19)

Stredni hodnoty kvadratickych fluktuaci (korelace) jsou piimo urceny z matice druhych
derivaci entropie v rovnovazném stavu

(i) = kp (g77) (7.20)

Y

Pro jedinou proménnou potom dostaneme skalarni vztah

<(A - A0)2> = —kyp (%) o (7.21)

A=A0

Tento vztah pro kvadratické fluktuace, ttebaze byl odvozen pro extenzivni veliciny,
lze rozsitit na libovolné termodynamické proménné.

7.3 Darwinova - Fowlerova metoda nejpravdépodob-
néjsSiho rozdéleni

V oddilu 7.1 jsme dokazali matematickou ekvivalenci statistickych soubori v termo-
dynamické limité pomoci Gibbsovy metody fluktuaci. V tomto oddilu ukdZzeme, Ze at
klasické ¢i kvantové statistické rozdéleni (kanonické) lze odvodit zcela obecné tzv. Darwi-
novou - Fowlerovou metodou z nejpravdépodobnéjsiho rozdéleni energii s vedlejSimi
podminkami, aniz bychom uzili metody Lagrangeovych multiplikatora a Stirlingovy for-
mule. Toto odvozeni nam v trochu jiném svétle objasni pravdépodobnostni charakter
rovnovazné statistické mechaniky a vyznam termodynamické limity, kterd vede na tzv.
metodu sedlového bodu pro analytické funkce.

Predpokladejme tedy, ze mame M ekvivalentnich, ale rozlisitelnych souboru, z nichz
kazdy se muze nachazet v néjakém z energetickych stavu Ey, Eq, ..., E,.... Budeme
vychézet z toho, ze Fy = 0 a Ej jsou piirozena c¢isla bez spolecného délitele. Toho je
mozné dosdhnout jestlize mame konecny systém na vhodné energetické skédle. Potom je
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nasim ukolem najit nejpravdépodobnéjsi rozdéleni {my} nezdpornych celych cisel, kterd
udéavaji cetnost obsazeni energetické hladiny Fj, pficemz méame splnit:

Some = M, (7.22)
k=0
> Egmy = MU, (7.23)
k=0

kde jak M, tak U jsou prirozend ¢isla. Pocet realizaci jednoho rozdéleni je

M!

mO!m1! c.

W{mk} = (724)

a stfedni hodnota obsazeni energie £} je

>y MW}
>y Wi}

(my) =

pricemz Zi{m} oznacuje odpovidajici sumaci ptes rozdéleni {m;} s vedlejsimi podminkami
(7.22) a (7.23). Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni odpovidd maximu rozdélovaci funkce
W{mg} s vedlejsimi podminkami (7.22) a (7.23). Bude nés zajimat pouze limita M —
00, tudiz budeme zanedbavat ¢leny fadu 1/M. V této limité potom témér vsechny kon-
figurace maji hodnotu nejpravdépodobnéjsiho rozdéleni obsazovacich cisel jednotlivych
energetickych hladin my.

Nasim cilem je zbavit se vedlejsich podminek pro urceni nejpravdépodobnéjsiho
rozdéleni. Nejdiive zobecnime rozdéleni W{my} na novou funkei

9" 91"
W{my, g} = M!n‘;o! n;! . (7.25)

tak, abychom dostali vytvorugjici funkci

T(M,U) =My W{my, gt} , (7.26)
{mi}

ktera umoznuje kontrolovat obsazeni jednotlivych energetickych hladin.
Stredni hodnoty sou¢inu proménnych m; potom jsou

0 0

glagh glagil ( )

, (7.27)

gi=1

<mil Ce mil)

.25) a (7.26). Co je pro vypocet vytvorujici
22) a (7.23). Proto pfejdeme k nové funkci

~ '

o ¢emz se snadno presvédéime ze vztahu (
funkce obtizné, jsou omezujici podminky (

G(M,z) = i MU (M, U, (7.28)
U=0
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kde U je nezaporné celé ¢islo a z € C je obecné komplexni.
Jestlize vyjadiime G(M, z) pomoci sumaci pies konfigurace, potom

S my=M M
GOt = >, oo [ty ] = ngz
mo,mi,...

Omezeni na celkovou energii je identicky splnéno a neomezuje sumace pres obsazovaci
c¢isla. Oznac¢me dale

z) = ngzEk. (7.29)
k=0

Z Laurentovy véty komplexni analyzy dostaneme zpétnou transformaci od G(M, z)
ke I'(M, U)

1 f" 1
(M,U) = o f 1 = o fei(2) (7.30)
pricemz integracni kiivka obepind z = 0 a lezi v oblasti analyticity integrandu (z),
|z] < R. Pro z =z € R! je f(x) monoténné rostouci a z=MY~1 je monoténné klesajici.
Proto na intervalu (0, R) m4 integrand I(x) minimum. Jestlize uvazujeme I(z), z € C
v okoli g, kde I(z) mé& minimum, potom zjistime, ze I(z) je analytickd funkce, tj.
dI(z)/dz* = 0. Odtud ziskdme Cauchyho - Riemannovych podminek d*I(z)/dzdz* = 0

i a? o 82

nebot I(z) nabyvé v xy minima. TudiZz z = ¢ je pro integrand I(z) sedlovyj bod. Zave-
deme jesté funkci g(2):
I(z) = eM(2),
t.
g(z) =Inf(z) —Ulnz, (7.32)
kdyz jsme zanedbali ¢leny imérné 1/M, nebot nés zajima pouze termodynamicka limita
M — oo. Sedlovy bod xg je feSenim rovnice

Byl
g (x0) =0 — 2 Bty =U. (7.33)

E
> kT

Navic v limité M — oo

0*1 y
(@) o = Mg (xo) eXp{Mg(.’ﬂo)} M——>oo> o0,

nebot g(zg) > 0 a g"(zy) > 0. Vzhledem k analyticnosti funkce g(z) v okoli bodu z = zg
muzeme ji rozvinout do mocninné fady g(z) = g(zo) + 1/2(z — x0)%g" (z0) + . Vyssi
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¢leny muzeme zanedbat, nebot v piipadé M — oo funkce g(z) nabyvd v 2o nekoneéné
ostré minimum podél redlné osy. Vytvorujici funkce I'(M, U) potom je

1 1
(M, U) = eMg(zo)Tj{dZGXP{ﬁMg”(%)(Z_IO)Q}
i

I 1
— oo L / dy exp{—5 My (20)(y)’}.

o

kde jsme zdeformovali integra¢ni kiivku na imaginarni osu z — x¢ = iy. Tzn.

eMg(IO)

I(MU)= —————
(W:0) 2r M g" (o)

(7.34)

al/MInT'(M,U) ~ g(xo)—1/(2M) In[27 M g" (x¢)], z ¢ehoz vyplyva, ze v limité M — oo
se vytvorujici funkciondl exaktné redukuje na g(zq). Plati

g(xzo) = Inf(zg) — Ulnxy,
Filay)  UW-1)

R (TR

Jestlize oznacime x¢ = e~?, potom

9(x0) = In [3°, gre PPx] + BU,

9" (z0) = e ((E — U)2). (7.35)

Pro stfedni hodnotu rozdéleni a jeji fluktuace dostaneme (g, = 1)

(m) e
M > e e
(m3) = (my)” 1 () {1_ (mg)  (my) (B —U)? }

M? M M M M (BE,-U)?

Tudiz nejpravdépodobnéjsi rozdéleni my, je rovno statistické stfedni hodnoté (my) v
termodynamické limité M — oo.

kanonické rozdéleni véetné fluktuaci z metody sedlového bodu v komplexni roviné bez
pouZiti priblizné Stirlingovy formule. Darwinova - Fowlerova metoda neni omezena na
klasickou nebo kvantovou statistiku a plati zcela obecné.



Kapitola 8

Kvantova statisticka mechanika

8.1 Postulat kvantové statistické mechaniky a ma-
tice hustoty

Odvozeni zakonu kvantové statistické mechaniky je trochu odlisné od postupu v pripadé
klasické dynamiky. Divodem je jednak jiny reprezentacni prostor, ktery jiz neni fazovy
prostor s klasickymi soufadnicemi a hybnostmi. Jak vime z kvantové mechaniky, sourad-
nice a hybnosti nejsou soumértitelné. Reprezentacnim prostorem kvantové dynamiky je
Hilbertuv prostor vinovych funkci. Navic, kvantové ¢éastice jsou nerozlisitelné, tudiz po-
jem castice neni vhodnym elementarnim objektem. V neposledni fadé ergodicka te-
orie a pojem ergodického toku je v kvantové dynamice komplikovanéjsi nez v kla-
sické. Nejjednodussi cesta ke kvantové statistice je pres zobecnéni postulatu stejnych
pravdépodobnosti z oddilu 5.3 na reprezentacni prostor kvantovych stavu.

Kazdy systém v kvantové mechanice se nachazi v néjakém stavu |¥), ktery je vek-
torem ze stavového Hilbertova prostoru. Tomuto stavu odpovidéd vinové funkce ¥(q) =
(q|¥), kde ¢ je zobecnénd souradnice. Jestlize |®,) je tplny ortonormdlni systém na
stavovém prostoru, potom lze |¥) vyjadrit

U =>"c,|®,),

kde ¢, jsou casové zdvislé konstanty, které urcime z reseni odpovidajici Schrodingerovy
rovnice. Fyzikdlnim, méfitelnym velicindm potom odpovidaji samosdruzené operdtory O
na stavovém prostoru. Jestlize provadime laboratorni méreni, potom nemétrime okamzitou
hodnotu, ale casové vystiedovanou, tj.

(IO D () (@]O] )
O ="mwy = s e (81)

pricemz casova stiedni hodnota je brana pres ¢as mnohem mensi, nez je rozliSovaci cas

meériciho aparatu, ale mnohem delsi, nez typické ¢asy molekularnich procesu.
Kazdému kvantovému stavu prifadime soubor projekei {c,}, které iplné popisuji

dany stav a jeho casovy vyvoj. Proto fazovy prostor klasické mechaniky nahradime

138
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stavovym prostorem H, kde souradnicemi jednotlivych stavi jsou prave koeficienty {c, }.
JelikoZ se statistickd mechanika zabyvd soubory s 10%* ¢dstic, musime i v kvantové
mechanice zformulovat postulat o rozlozeni pravdépodobnosti izolované soustavy. Lze
jej shrnout do dvou predpokladu:

Postulat stejnych pravdépodobnosti

konst. , pro(FE < E, < E+ A)

(CnyCn) = (8.2)
0, Jindy,

kde A minimalni makroskopicky rozlisitelnd energie.

Postulat nahodnych fazi
(Cnyem) =0 pron # m. (8.3)

Stavy @,, jsme vybrali jako vlastni stavy odpovidajictho hamiltonianu H , ktery je
samosdruzenym operatorem. To znamenad, ze kvantové statistické soubory lze popsat
nekoherentni smési vlastnich stavi operatoru hamiltonidnu. Stfedni hodnoty operdtoru
meétitelnych veli¢in 8.1 potom lze zapsat

)

) ~
(0) = > lenl” (@,|0[P)
5 )
2 lnl
Kvantové stavy odpovidajici statistickym souborum lze vyhodné zapsat v invariantni

formé, tj. nezdvisle na vybéru ortonormalniho systému {|®,,) }, pomoci operdtoru matice
hustoty p. Operator matice hustoty je definovdn v ortonormélnim systému vlastnich

stavu hamiltonidnu
P= cal®n)(Py). (8.5)

(8.4)

Pomoci tohoto operatoru lze zapsat stiedni hodnoty meétitelnych velic¢in vztahem
<6> _ 20 (Pnlp O|Pr) _ Tr[p O]
2 (Pnlp]®n) Trp

V analogii s klasickou statistickou mechanikou lze definovat statisticky operator zo-
becnujici rozdélovaci funkei w(z) na fazovém prostoru

(8.6)

W=

I .

Stejné tak jako klasicka rozdélovaci funkce spliuje Liouvilleovu rovnici, tak kvantovy
operator hustoty splnuje von Neumannovu rovnici

ap ~
inl — [HA} , 8.8
5 p (8.8)
kterd je dusledkem Schrodingerovy rovnice. Kvantova statistickd mechanika popisuje
tzv. smisené stavy, které jsou nekoherentni superpozici cistyjch stavi, neboli vlastnich
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stavi uplného systému méritelnych veli¢in. Tj. ¢isté stavy jsou charakterizovany operato-
rem hustoty s projekci do jediného stavu, tj.

pu = [W)(¥], (8.9)

kdezto smiseny stav je popsan matici hustoty s projekcemi do vice néz jednoho stavu.
Jestlize zménime bézi stava {|®,)} na jinou, napt. {|x,)}, potom matice hustoty jiz

nema diagonalni tvar
P = E Cn,m
m,n
*

Cisty stav se poznd podle faktorizace Cnym = CpCoy.

X ) (Xom|- (8.10)

8.2 Kvantové statistické soubory a treti termodyna-
micky zakon

Stejné jako v klasické statistické mechanice definujeme i v kvantové mechanice statistické
soubory. Vyjdeme nejdiive z izolovaného systému, tj. mikrokanonického souboru. Jestlize
se zkoumany systém nachézi v konecném objemu, vlastni energie hamiltonianu jsou
diskrétni.
Plati R
H|®,) = E,|®,), (8.11)

<<Dn|q)m> = Onm,
<®n’ﬁ’®Tn> = Eydnm-
Vime, ze operator matice hustoty je diagonalni v energetické reprezentaci, tj.
(D,|p|P 1) ~ Opm, neboli
P= " pul®n) (@] (512

7 postulatu stejnych pravdépodobnosti dostaneme p,, = konst pro £ < E,, <
E,,+A. Pricemz tuto konstantu uréime z normalizace, kterou na operdtor matice hustoty
nalozime, tj.

Trp=> pm=1 (8.13)

kde p,, > 0 jsou pravdépodobnosti.
Oznacime ”fazovy objem”

E<En<E+A E<En<E+A . . .
__pocet stavu s energii

A®(E) = Tr ( > |c1>m><q>m|> = ) 1= men Ea i (814)

m m

Ze vztahu (8.12) a (8.14) dostaneme

E<En<E+A

Z D) (Prn- (8.15)

m

1
AD(E)

~
MMC:



KAPITOLA 8. KVANTOVA STATISTICKA MECHANIKA 141

Pomoci této matice hustoty muzeme opét definovat termodynamické funkce. Kvantova
particni suma a entropie jsou

Zmic(E) = AP(E), (8.16)
S(E) = kpln AD(E). (8.17)

Entropii v termodynamické limité muzeme jesté definovat ekvivalentnim zpusobem

pomoci hustoty stavu D(E) = lima_,o M>T(E)
S(E) = kg n D(E), (8.18)
Zmicro = D(E)EO’ (819)

kde €y je jednotka energie.
Entropii také muzeme definovat pomoci poctu stavu s energii mensi nez F, ®(F),
tedy
S(E) =kpln®(FE). (8.20)
Jestlize statisticky soubor neni tiplné izolovan a je v termodynamické rovnovéze s
tepelnou lazni, potom je operator hustoty determinovan kanonickym rozdélenim, tj.

~ 1 i

Tento vztah muzeme odvodit uplné analogicky jako v klasické statitické mechanice.

Jestlize jesté pripustime vymeénu ¢astic mezi zkoumanym systémem a lazni, potom
je potreba rozsifit stavovy prostor s IV ¢dsticemi na direktni sumu stavovych prostoru
s libovolnym poctem castic. Na tomto prostoru zavedeme jesté operator poctu castic N
a statisticky operator velkého kanonického souboru je

e BH—uN)

Tr e_ﬁ(ﬁ_#ﬁ) )

Pro termodynamické potencidly a veliciny plati potom v kvantové statistické mecha-
nice uplné stejné relace jako v klasické teorii (paragraf 3.6).

Na zavér tohoto paragrafu jesté analyzujeme chovani entropie kvantového systému
v limité nulovych teplot. Sice neodvodime tieti fundamentalni zakon termodynamiky,
oddil 7?7, ale ukdzeem, za jakych podminek plati.

Systém pii nulové teploté se nachazi ve stavu s nejnizsi energii, protoze pro f — oo
je p=|Po)(Po|. Pokud ma systém diskrétni energie, tak

S(E,T=0)=kglnl=0

p= (8.22)

a tieti zakon je explicitné splnén. Potize nastavaji v systémech s degenerovanym zakladnim
stavem a v systémech se spojitym spektrem. Tam jiz zadny rigorézni argument neni
mozné pouzit. Zde ma jiz treti termodynamicky zakon empiricky charakter z extrapolace
existujicich systému. Podstatné zde je, zZe degenerace zakladniho stavu ma asymptotiku
g = N tj.

S(E,T=0)=kplng=akgln N < N (8.23)

a opét hustota entropie je opét rovna nule. Jediné mozné naruseni ttetiho termodyna-
mického zakona by byla degenerace g = e, kterd zatim nebyla v pifrodé pozorovana.
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8.3 Kvantové idealni plyny, Boseho-Einsteinovo a
Fermiho-Diracovo rozdéleni

V kvantové statistické mechanice stavovy prostor nahrazuje fazovy prostor. Fazovy ob-
jem je nahrazen poctem kvantovych stavi. Jednotlivé kvantové stavy se rozlisuji po-
moci tplného systému komutujicich operatoru. Jestlize zkoumany kvantovy systém je
uzavien v konecném objemu a ma konec¢nou energii, potom mozné kvantové stavy jsou
nedegenerované a jsou charakterizovany diskrétnimi kvantovymi ¢isly. Oznac¢me sou-
bor kvantovych ¢isel popisujicich jednocésticové stavy jako a; = (E,n,l,m;,ms,...).
Jednocasticova Schrodingerova rovnice na vlastni stavy ma tvar

HO)pDy = €,,]p). (8.24)

Uvazujeme-li nyni idedlni plyn, tj. systém neinteragujicich ¢astic, potom celkovy
hamiltonidn je

Hy =Y H0, (8.25)

kde H® je jednoédsticovy hamiltonidn i-té édstice plynu.
N-casticové stavy jsou direktnim produktem jednocasticovych stavu

lon) = ar - Pan) = PN @ |2) @ - - @ [V}, (8.26)

Takto zkonstruovany N-Casticovy stav ovSsem nebere do tvahy nerozliSitelnost ¢astic.
Tzn. |pn) odpovidd stav N rozlisitelnych éastic. Kvantova dynamika vsak neni schopna
sledovat "trajektorie”jednotlivych ¢astic, ale pouze vnimat céstice jako nerozlisitelné
objekty. Spravnym kvantové mechanickym stavem NV ¢astic musi byt vektor nerozlisujici
poradi v direktnim soucinu. Vytvoiime tedy dvé mozné permutace v direktnim sou¢inu

(8.26)

£y _ 1 1 2 N
o) = ;(il)pP (=) (8:27)
kde P je permutace Cinitelu v direktnim sou¢inu, P : (1,2,...N) — (iy,%2,...iy) a

p je fad permutace. Symetrické permutace a vektor |g0§\7r)> popisuji tzv. bosony, kdezto

antisymetrické permutace a vektor |g0§\7)> fermiony. Z definice (8.27) ihned plyne Pauliho
princip, totiz ze identické fermiony se nemohou nachazet ve stejném kvantovém stavu,
tj. kdy \90553 ) = | Ej}} Potom ]gpﬁ{ ) = 0. Pauli odvodil z principu unitarity a kauzality
vétu o vztahu spinu a statistiky. Plati, Ze ¢astice s celoc¢iselnym spinem jsou bosony
a Tid{ se Bose-Einsteinovou statistikou. Céstice s poloc¢iselnym spinem jsou fermiony a
iidi se Fermiho-Diracovou statistikou. Mezi bosony patii fotony, fonony, intermedialni
bosony a slozené ¢éastice (a-¢astice). Mezi fermiony patii elektrony a nukleony.

Kvantové mnohocasticové stavy je vhodné reprezentovat na tzv. Fockové prostoru.
Formalné Ize napsat, ze

Hrock = Z OHN, (8.28)

N=0
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kde Hy jsou N-c¢asticové stavové prostory. Stavy ve Fockové prostoru jsou tzv. Slaterovy
determinanty, které lze zapsat v nasledujicim tvaru:

1 2 N

~ X Iso( D el D)
lon") = 7= : (8.29)

VNEL @) (V)

|s0aN> lan) loan )

Jednotlivé N-céasticové stavy lze charakterizovat pomoci tzv. obsazovacich ¢isel n,,,
vyjadiujici pocet ¢astic v daném kvantovém stavu o, tj.

() —

6 S [N, s ) PP (1e) . leh) o). (8:30)

kde vyraz |g0£iv)) se na pravé strané vyskytuje n,,-krat.

Normalizacni konstanta C'. je ur¢ena poctem ekvivalentnich vybéru ¢astic s danym
poctem obsazovacich ¢isel, tj.

N —1/2
Cy = (Hn‘) : (8.31)

Tato konstanta je vybrana tak, aby stavy |N;na,, ..., Na,, -..)™ byly ortonormalni, coz
neplati pro Slaterovy determinanty s nasobné obsazenymi stavy. To jest

EUNG ey, NGl ()_6NN/H6”04" (8.32)

Oéz

Vyznacnou charakteristikou Fockova prostoru je tzv. cyklicky vektor. Tento cyklicky
vektor je néco jako pocatek souradnic v klasické mechanice a je to stav bez ¢astic, neboli
vakuum. Uvédomme si, ze v kvantové mechanice i vakuum obsahuje tzv. nulové kmity a
tedy jakousi zbytkovou energii, takze vlastné i vakuum je netrividlnim stavem. Zvlasté
pak v interagujicich systémech. Ortonormalni bazi Fockova prostoru lze generovat po-
moci tzv. krea¢nich operatoru, ktery je definovan pro bosony

al IN; . nagy o ) = e, + T IN+ 1.0 ng, + 1,0 (8.33)
a pro fermiony

cLi|N; ey Mgy e Y5 = (—1)Ni5nai,0|N+ Lo ng, +1,... y (=), (8.34)

pricemz n,, = 0,1 a N; = Z =1 Na; - Hermitovsky sdruzené operatory k nim se nazyvaji
anihilacni operatory a plati pro né

Niioinay, .. )P = g IN =1 ng, —1,...)P), (8.35)
Niooongg,.. )7 = (=16, 1IN =1 ne, — 1.0 (8.36)

Ao,

Ca,
Jestlize |0) je Fockovo vakuum, tak definitoricky

0, |0) = ca.|0) = 0. (8.37)
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Pro tyto kreacni a anihilaéni operatory plati fundamentalni komutaéni relace

o, a,] = [CLLT, aTas] =0 |aq,, al ] = 6rs

Qs

{ca,, ot = {CLNCLS} =0 {CawCLS} = Ors’

kde {a,b} = ab+ ba je antikomutator.

Zapis stavu na Fockové prostoru pomoci obsazovacich ¢isel a kreac¢nich a anihilac¢nich
operatoru se nazyva druhé kvantovani a je fundamentalnim teoretickym prostiedkem
popisu kvantové statistiky mnoha ¢astic. Kvantové statistika (druhé kvantovani) po-
pisuje stavy pomoci slaterovych determinanti a mefitelné veliciny pomoci operatoru
slozenych vyluéné z kreac¢nich a anihilacnich operatortu. Napf. operator poctu ¢astic je

(8.38)

~ aLi Qe
Ny =) , (8.39)
i cLi Co;
kineticka energie

. h2k2 CLLQ ax.,
Hkin - Z om !

kva Cka Cka

(8.40)

Fockuv prostor je fundamentalnim stavovym prostorem kvantové statistické mecha-
niky. Explicitné vychazi z proménného poctu ¢astic a proto fundamentalnim kvantovym
statistickym souborem je welky kanonicky soubor. Particni suma na Fockové prostoru
potom je

Z(T,V,p) =Y Tre Pv—l), (8.41)
N=0
V pripadé idedlniho plynu méme

N
Hy =3 0, 0 = e, (8.42)
i=1
azai
kde /ﬁz =
C;-FCZ'
Tudiz
0o Y.mi=N
ZVop) =Y 3 efmomlamn 2N N7 i Rimilan)
N=1 {nl} ni no
=11 (Z e "i(q_’”) - (8.43)
Nyni dostaneme rozdilné vysledky pro bosony n; =1,2,... 00

1
ZT v =1] [m] (8.44)

)
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a fermiony n; = 0,1

ZT V) =] 1+ e ] (8.45)

Odpovidajici velké kanonické potencialy jsou:
QUNT,V,p) = +kpT Y In[1— e Pl (8.46)

QT V,p) = —kpT Y In[1+ e o] (8.47)

7 velkého kanonického potencialu ziskame stredni pocet castic

(NYH = %%m 2T,V 1) = 32, e
(8.48)
(NYO) = %%ln ZENT,V,p) =3, m

~

Z téchto rovnic nalezneme p jako funkci (N) a dostaneme stavovou rovnici idealniho
kvantového plynu:
PV = kgTIn ZE (T V), u(T,V, (N)F)). (8.49)

Stejné jako v klasické statistické mechanice bylo mozné ptejit u idedlnich plynu
od N-c¢asticového fazového prostoru k ”stiednimu”jednocéasticovému, je i kvantové sta-
tistické mechanice mozné idealni plyny popisovat pomoci stredniho obsazovaciho cisla
jednocasticovych kvantovych stavu «, s energii €,. Z 8.48 dostaneme

(M) = 3,

kde ]
- -
v, = e (8.50)

Veli¢ina " je tzv. Boseho-FEinsteinovo rozdéleni, kdezto ) je Fermiho-Diracovo

rozdéleni. V piipadé velkych energii (¢, — p > kgT') se obé kvantové rozdéleni re-
dukuji na Boltzmannovo rozdéleni. Rozdily mezi klasickou a kvantovou mechanikou se
stavaji patrnymi teprve az pii nizkych teplotdch a malych energiich (e, — u ~ kgT).
Z (8.50) rovnéz plyne, ze pokud €. > 0, potom p < 0, abychom dostali konzistentni
pravdépodobnostni rozdéleni. Kriticky bod u = 0 odpovida Boseho-Finsteinové kon-
denzaci, kterou se budeme zabyvat v kapitole 9.

8.4 Klasicka limita parti¢ni funkce

Dosud jsme oddélené vysetiovali piipady klasické a kvantové statistické mechaniky.
Jak ale vime, kvantova statistickd mechanika je fundamentalni a klasickd z ni musi
byt odvozena z principu korespondence. Proto nyni ukazme, ze kvantova statisticka
mechanika prechézi v klasickou (Boltzmannovu) v limité vysokych teplot. Z duvodu
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prehlednosti provedeme toto odvozeni pouze pro idedlni plyn. Zobecnéni na interagujici
castice lze najit v knize K. Huanga.
Operétor hamiltonidnu pro idedlni (homogenni) plyn mé tvar

~

i
H o = —— \% e )
(q17 7(1N) QmZZI zw(qlv 7QN)
Particni suma kvantového idedlniho plynu je

Z<N?T>V) :Z<¢n

e—b’ﬁ)¢n> = Z/dS(]l dSQN|<XN’¢n>‘2eXp{—ﬁEn} ’

(8.51)
kde sc¢itame pies vSechny vlastni vektory hamiltonianu H, |pn) s vlastni hodnotou E,.
Soutadnicové vektory v N-¢asticovém prostoru jsou | Xy) = [qi ... qn).

Jestlize je plyn uzavien v koneéném objemu V = L3, potom hybnosti p; mo-
hou nabyvat pouze diskrétni hodnoty p, = 27hn/L, kde n je vektor s celo¢iselnymi
soufadnicemi. Hamiltonidn H diagonalizujeme pomoci Slaterova determinantu slozeného
z jednocasticovych funkei

1 i
vp(a) = N {Ep : q} : (8.52)
tzn.
1 ¥p1 (ql) <o Ppy (qN)
(Xn|op) = Ve : : , (8.53)
epn (A1) .- Ppylan)

piicem ]6,) = (1/(2m) S5, p?) 16,).
Parti¢ni funkci Z(N,T,V) z 8.51 vypocteme pomoci funkei 8.53 v termodynamické
limité N — oo, tj. V' — oo plati

V 3 1 V 3 N
O T LR
p

kde 2wh = h. Tedy

VN

-BH _
Tre = NN

[ pa¥ajo, q) e 1. (8.54)
Na soutadnicich ¢ zavisi pouze norma Slaterovych determinantu

6o =D (1)@, (A1) ep,, (1) - 5 (Av)@p, , (an)-

kde P a P’ jsou permutace soufadnic ¢astic. Dosadime vyjadieni 8.52 a dostaneme

|bp(q)|* = % Ep:(il)Pexp {%pl(ql — Pqy) 4+ %pN(qN - PQN)} .
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Dosadime toto vyjadieni do rovnice (8.54) a dostaneme

: 1 i N
Tre PH = T Z(il)P/d?’Nq [d?’p e‘ﬁpQ/Qmeﬁp‘(q‘Pq)]
’ P

i N
3 —Bp?%/2m ip-(q—P
S Z(jﬂ)P dSquSNpe_BW [ d%p e=FP*/2me P (aPa)
N3N P T dpe v/

1 N
~ NIV / Tadpew {_% Zp} DG = Pay) - flax = Pax).
(8.55)

Pricemz funkce f(q) je definovéna:

2mh?
— o Ta?/N A=/ . 8.56

Konstanta A je de Broglieova teplotni vinova délka, ktera vznikne integraci v po-
slednim radku v rovnici (8.55). Jelikoz nyni 7" — oo, potom A — 0 a f(q) ~ 1 proq =10
a f(q) = 0 pro |g| > A, tj. q # 0. Tzn. z Gplné sumy preziva v klasické limité pouze
"diagondlni”element Pq; = q; a parti¢ni suma je

N P2

N 1
Tre "M ~ryo NIR3N /dSNq d*Npe P X=am, (8.57)

coz je difve odvozeny vztah pro particni funkci klasického idealniho plynu.
Na zavér jesté urcime prvni kvantovou korekei ke klasické particni sumeé. Tj. jestlize
q; —q; > A, ale A je konecné, potom z iplné sumy do kvantové particni sumy zustanou
prvni dva ¢leny
1) fi~]laxf) =en{-8) v}, (8.58)
Kj Kj Kj

kde v;; je efektivni dvoucésticova interakce

27|a;—q;|?

ij = —kpTIn(1+ f) = —kgTIn ll te ¥ } : (8.59)

Tzn. prvni kvantova korekce ke klasické partiéni sumé ma za efekt vznik efektivni
dvoucésticové interakce a je tedy ekvivalentni klasické teorii s dvoucasticovou interakei.
Tato je pritazlivd pro bosony a odpudiva pro fermiony. Kvantovd dynamika vede na
efektivni klasickou interakci.



Kapitola 9

Idealni kvantové plyny - Boseho
systémy

V kapitole 8, vztahy (8.48) a (8.49), jsme formalné zapsali stavovou rovnici idedlnich
kvantovych plynu. Nyni v této a nasledujici kapitole se budeme vénovat dusledkum
téchto rovnic v konkrétnich situacich Boseho a Fermiho plynu.

9.1 Chemicky potencial a Boseho-Einsteinova kon-
denzace

Uvazujme nejdiive Boseho plyn hmotnych nerelativistickych castic. Energie castic je

dana kinetickou energii, tj.
2

p
—_ — 9-1
om’ (9-1)

pricemz sumace pres mozné stavy je sumace pies mozné hybnosti pro plyn uzavieny v
objemu V = L3. V termodynamické limité nahradime sumaci integraci

Z o % /000 dp (47p?), (9:2)

) . s s 7 ~ . 7
nebot energie nezavisi na sméru hybnosti. Plati

3
Vo[> a2 mkgT \ 2
v dp (4 2 Bp*/2m — .

€p

2mh?

kaT)l/ 2, Grandkanonicky potencial idealniho

De Broglieova vinova délka je A = (
Boseho plynu je

4 (o.9)
Q) = h—ZkBTV/ dpp?In (1 — ze_ﬁp2/2m> : (9.3)
0
z = %", Objemova hustota ¢astic potom je
A [ 9 1
"I, PP S 1

(9.4)

148
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Z rovnice (9.4) uréime chemicky potencidl p jako funkei hustoty ¢astic n. Z davodu
konzistence musi byt chemicky potencidl zaporny. Jak vime z Gibbsovy-Duhemovy re-
lace (?7?), chemicky potencial odpovida energii jedné castice pii daném tlaku a teploteé.
Jestlize je chemicky potencial zaporny, pak jeho absolutni hodnota udava energii, kte-
rou je treba systému dodat, abychom pii daném tlaku a teploté pocet ¢astic zvysili o
jednu. Jestlize je chemicky potencial roven nule, potom se pocet Castic v systému ne-
mus{ zachovavat, nebot bez ztraty energie mohou ¢éstice piechdzet z ldzné do systému
a naopak. Toto je situace typickd pro "nehmotné” bosony, fotony a fonony.

V pripadé hmotnych ¢astic uréime chemicky potencial p z rovnic (9.4). Z této rovnice
je taky zfejmé, ze v limité nizkych teplot 5 — oo musi u — 0, abychom rovnici (9.4)
mohli splnit. Musi dokonce platit 5|u| < 1, tzn., Zze pocet ¢astic v zékladnim stavu e = 0
je .

ng & B~ YN > 1. (9.5)

Tzn. pri nizkych teplotach bude zakladni stav makroskopicky obsazen, piestoze jeho
"mira”v partiéni sumé (9.3) je nula. V piipadé nizkych teplot je tedy tteba vyrazy (9.3)
a (9.4) korigovat tak, ze zdkladnimu stavu pripiSeme makroskopickou vdhu. Budeme
psat

4 *° 2
Q) = h—ZkBTV/ dpp?In (1 — ze PP /2m> + kpT'In (1 - 2),
0
(9.6)
A <, 1 1 =z
"= ﬁkBTv/o W e =1 T VT

V nizkych teplotach prechazi stdle vice vahy na dodatecny piispévek ze zakladniho
stavu, kam ”zkondenzuji” vSechny castice pii teploté absolutni nuly, f = oo.

Z rovnice (9.6) muzeme nyni odvodit stavovou rovnici idedlntho Boseho plynu. K
tomu ucelu rozvineme logaritmus do mocninné fady a integrujeme c¢len po ¢lenu. Oznacime

jeste x = hky/ %, p = hk a pouzijeme Gibbsovu-Duhemovu relaci (?7)

P 4: & 2 —CC2 1
/fB_T __ﬁ_g/o dz x ln<1—ze >—V1n(1—2’)
4 1 [ PR |
- d 2 ~ _—nz __1 1_
7T)\3/0 T n:1ne n( Z)
4 1 X" 0 o 1
_ - ol 7 d —nx __1 1_
7'[')\3;77,( an)/o ve n )
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To znamend, Ze stavova rovnice idealnitho Boseho plynu ma tvar

P 1 1
kaT = E%/z(z) - Vln (1=2),
(9.7)
0 |1 1 1 1 =z

Funkce ¢(z) je tabelovana funkce se zndmym chovanim v komplexni roviné. Nyni
si specidlné vSimneme druhé rovnice v (9.7). Proménnd 2z = e € (0,1), aby hustota

2mh?

castic zustala pozitivni. Dale A = /==
mkpT

— 00 pro T' — 0. Funkce g3/2(2) je vak na

intervalu (0, 1) omezend, pricemz

2’2
922 gt

g32(1) =Y 07 =((3/2) ~ 2.612. ..
n=1

kde ((z) je Riemannova (-funkce. Tudiz graficky lze g3/2(2) schématicky zndzornit
Tiebaze g3/2(1) je konecné ¢islo, derivace gs/o v krajnim bodé x = 1 diverguje.
V dalsim kroku oznacime Ny = 1= bude pocet castic, které se nachéazeji v zdkladnim
stavu. Potom lze psat

N, N
V%=Vv—wﬂ) (9.8)

Odtud vidime, ze pocet ¢astic v zakladnim stavu bude nenulovy, jestlize )\3% >
max gz /2(2) = g3/2(1). Jelikoz g3/2(1) je konecné ¢islo, tento pifpad nastane pii koneéné
teploté. Tato teplota je definovana

2mh?
m(vgs/2(1))2/3’

kde v = V/N = 1/n. Tato teplota se nazyva Boseho-Einsteinovou a proces makrosko-
pické kondenzace ¢astic do zédkladniho stavu se nazyva Boseho-FEinsteinova kondenzace.
Tato kondenzace je prvnim piipadem fazového prechodu, se kterym se ve statistické
fyzice setkdavame. Tento prechod je indukovan kvantovymi fluktuacemi a realizuje se
i pro idealni, neinteragujici plyny. V nasledujicim rozebereme vlastnosti Boseho plynu
pod kritickou teplotou. Z podminky (9.9) na kritickou teplotu dostaneme podminku na
kriticky objem

kBTc -

(9.9)

)\3
 g32(1)
ktera nam tika, ze ¢astice Boseho plynu za¢nou kondenzovat, kdyz tepelna vinova délka

dosahne Fadové velikosti stiedni vzdalenosti mezi ¢asticemi (d ~ v'/3). V kritické teploté
dochazi ke zlomu v teplotni zavislosti chemického potencialu

(9.10)

Ve

Yo, sa A B
_ { fesenirovnice -~ = 93/2(6 )

0 , (9.11)
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coz lze graficky znazornit

V oblasti pod kritickou teplotou ptrestava chemicky potencial hrat roli. Jeho roli
prakticky ptebira pocet castic kondenzovanych v zékladnim stavu. V blizkosti kritické
teploty se tento ”"parametr usporadani” chova

N T 3/2

0 v

—x1l—-|= =1—-— 9.12
N (TC> Ve ( )

Opét grafické znazornéni vyvoje parametru Ny je
Jelikoz chemicky potencial a tedy i proménna z jsou bezvyznamné pro T < T, potom
je tieba i nové definovat stavovou rovnici pro Boseho idealni plyn. Plati

P {%%m@’r>ﬂ@>w) (9.13)

kgT B %95/2(1) T < TC(U < UC) ’

piicemz gs/2(1) = ((5/2) ~ 1.342.... Ze stavové rovnice 9.13 vidime, ze tlak plynu
nezavisi na objemu pro 7' < T.(v < v,).
Typické izotermy Boseho plynu maji tvar

kde jsme kritické hodnoty tlaku urcili z kritického objemu pres tepelnou délku .

Oblast konstantniho tlaku muzeme interpretovat stejné jako v ptipadé prechodu
kapalina — péra, tj. ze systém se nachdzi ve smiseném stavu s fazi B (plyn) a fazi A
(kapalina) s jednotkovymi objemy v, a 0. Zména objemu mezi kapalinou a plynem je s
v = v, a latentni teplo z Clapeyronovy rovnice

df, _ 5kpgsp(1) _ 1 5y T95/2(1)] _
ar- 2 ¥ Tv. 127" g3/2(1) T,
je
gs2(1) 5
= ol 9.14
93/2(1) 9B ( )
Vnitini energie bosonového plynu je
0 0 2h? N\ —3/2 3 kgT 3
U= %(ﬁQ(Z,T, V))‘zy - _%[V( m ﬁ) g5/2(2)} = §V?g5/z(z) - §pV

Toto je kalorickd stavova rovnice.
Ze stavové rovnice (9.13) muzeme spocitat dalsi termodynamické veliciny. Zajimavé
jsou hlavné mérné teplo a kompresibilita.

15 v 9 93/2(2)
v _ ) aagseld) — i (9.15)
Nkg %,\1}—395/2(1)

Kompresibilita je definovana

. 1 <(9V> 1 <3n>
r=—5\ A" ==l
V\ Op on M ol .

)
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a ma nasledujici chovani ve vysokoteplotni a nizkoteplotni fazi

B TeT
R = 91/2(1) e T<T . (916)
gs/2(1) ¢

Graficky 1ze tyto funkce znazornit

Tzn. ze v kritickém bodé Bose-Einsteinovy kondenzace izotermickd kompresibilita
diverguje a mérné teplo vykazuje ostry peak v T,.. Na zavér je dobré jesté pripomenout,
ze Boseho-FEinsteinova kondenzace je atributem pouze hmotnych ¢astic, jejichz pocet se
zachovava. Nehmotné bosony jako fonony a fotony se chovaji jinak.

9.2 Fonony a tepelna kapacita pevnych latek

Jak vime jsou atomy v pevné latce pravidelné rozmistény v nékteré z tzv. Bravai-
covych mrizek, pricemz diky interakci s okoli tyto atomy osciluji kolem svych rov-
novaznych poloh. Ukazuje se, ze dobrym popisem téchto oscilaci je tzv. harmonickd
aproximace, ktera popisuje okamzité vychylky atomu jako harmonické oscilatory. Jestlize
u; = X;(t) — R; je okamzitd vychylka souradnice i-tého atomu z rovnovazné polohy Rj,
potom | .

H =M >l )+ pialia — 5 > i uiuis + O(u®). (9.17)

2,0 7,0 %,]

Piejdeme-li jesté od soutadnic miizkovych bodu R; k Brillouinovym hybnostem q
pomoci Fourierovy transformace a v nasledném kroku provedeme transformaci k tzv.
normdlnim mddum, dostaneme diagonélni reprezentaci hamiltonianu harmonické apro-
ximace

- —MZ QD@ (a.1) + w2 (@@ a0 (a.1)|. (9.18)

Vnitini indexy r oznacuji jednotlivé oscilaé¢ni mody. Tyto moédy jsou dany jednak
smérem oscilace, ale taky poc¢tem oscilujicich atomu v elementarni cele; tj. v nejmensi
oblasti mrizky, ktera se periodicky opakuje. U fononu rozlisujeme dva typy frekvencéni
zévislosti, disperzni relace w,.(q), tj. zavislost charakteristické frekvence na hybnosti.
Jednak jsou to akustické fonony, které jsou charakterizovéany w,(q) ~ aq pro |q| — 0.
Optické fonony maji nenulovou frekvenci pro q = 0. Jestlize je v elementarni cele p-
atomu, potom z 3p nezavislych moédu vzdy jsou vzdy 3 akustické a 3(p — 1) optické
fonony.

Fonony jsou kvantové stavy harmonického oscilatoru s charakteristickou frekvenci
a disperzni relaci w,(q). Proto je vyhodné v reprezentaci hamiltonidnu 9.18 prejit ke
kreacnim a anihila¢nim operatorum. Definujme

R @r(Q) —\ sz,,(q) (bgr + bér)? (9.19)
Pr(q) = _Z\/ %thr(q)(qu - bgr%
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pricemz

~ 1
=3 (@) (b bar + 5)- (9:20)
q,r

Termodynamika atomovych oscilatoru v pevné latce je tedy popsana fononovym
plynem, tj. plynem bosonu s nulovou klidovou hmotou, tj. © = 0, a velky kanonicky
potencial takového plynu je

T, V) =kpT» In(l — e Perlal), (9.21)
q,r

Jelikoz pouze energie jsou vyznamné pro 9.21, lze od sumace ptes q piejit na sumaci
(integraci) pres energii. Z kapitoly 3 vime, zZe toto lze provést pomoci invariantni miry
na energetické nadplose, tedy

(T, V) = kBTZ/dEDr(E) In (1 —e "),

kde D,.(E) = # S onst % je hustota stavi a Vg)E = hv, je grupova rychlost
q

sifeni vln v pevné latce. Tzn. hustota stavu D(FE) je rozhodujici pro termodynamiku
atomovych oscilaci. K ziskani konkrétnich vysledku je treba tuto funkci specifikovat.

Debye vychazel ve své predstavé z nizkoteplotni limity a predpokladal existenci pouze
akustickych fononu s izotropni grupovou rychlosti pro kazdy méd. Tzn.

E(q) = hw,(q) = fw}"|q|. (9.22)
V takovém pripadé je hustota stavi dana vztahem
Vo Ar vV E?
D,(E) = —3WQ(E)2 =527, ha
(27)% ho 212 (B3

g

(9.23)

Nyni mame dva transverzalni médy a jeden longitudinalni. Zavedeme izotropni grupovou

rychlost
3 2 1

vi v v

S touto definici ziskdme uzavieny vztah pro celkovy pocet atomu v pevné latce jako
funkci Debyeovy frekvence

hwp Vv
3N = Dy(E) + 2Dy(E))dE = ———(hwp)® 9.24
| OB + 2D ENAE = )’ (9.21)
odkud dostaneme vyjadieni pro tzv. Debyeovu frekvenci
N
wp = (67r2v37)1/3, (9.25)

ktera je charakteristikou pevnych latek, ktera souvisi s grupovou rychlosti zvuku v pevné
latce. Pro Debyeuv model muzeme psat:
IN_ 2 pro 0 < E < hwp

D(E) = { Mot
(E) {0 3 jinak

(9.26)
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Velky kanonicky potencidl pro Debyeuv model potom je

9N fwp
—5kpT / dE E*In(1 — e77F). (9.27)
(h) 0

Pti vypoctu termodynamickych velicin v Debyeové modelu vystupuji nésledujici in-
tegraly

T, V) =

4

fdx -1 = 15 (9.28)
I(a)¢(a),

2 4

0
(Q)=% =5 6=

Velky kanonicky potencidl potom lze zapsat

Yy 3 Yy
= [dx =, J(y) = [dez*In(l —e™®),
0 0

(T, V) = (hi]Z) (kT) J(?) (9.29)
kde Tp = hwp/kp je Debyeova teplota. Dalsi velic¢iny lze zapsat
S(Y) = ~ G kT [I(E) = D),
U—Q+TS — (h?ﬁ) (k;BT)‘*D(];?) (9.30)
Co(T,V) = 9NkB(T1D)3 /0 o dm%,

Z rovnice (9.31) dostavame v limité nizkych teplot Debyetiv zdkon

1274 T\?
31
V=3 (TD) (5:31)

ktery tika, ze fononovy prispévek do mérného tepla pevnych latek v nizkych teplotach
je imérny T2, coz je podstatnd odchylka od klasického Petitova-Dulongova zdkona
platného pro T' > Tp. Tehdy totiz plati

1 (Tp

CV~3NI<;B[1—%(?)2+...] (9.32)

9.3 Fotonovy plyn a zareni cerného télesa

Fotony jsou stejné jako fonony kvanta vlnového pole, tj. nehmotné bosony se spinem
s = 1. Fotony se tidi linearnim disperznim zakonem s grupovou rychlosti rovnajici se
rychlosti svétla. To jest,

E(k) = hclk|. (9.33)
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Jestlize je elektromagnetické pole idedlné uzavieno v koneé¢ném, nezaiicim objemu
(Gerné téleso), potom jednotlivé stavy jsou popsany systémem harmonickych oscilatoru.
Velky kanonicky potencidl fotonového plynu je stejné jako u fononu determinovan od-
povidajici hustotou stava. My jiz vime z kapitoly 6 (viz vztah (6.74)), ze

Y oE? E>0

D(E) = { oy

; Eoo (9.34)

Tzn. lisi se pouze faktorem 2 za pocet transverzalnich médu od fononového vyrazu
(9.23). Navic neméme zde omezeni na Debyeovu frekvenci. Velky kanonicky potenciél
ma explicitni vyjadrent,

V o0
AT, V) = QkBTZln *b’ﬁck _ —2kBT(ﬁhc)3/dzx2 In(l —e™®)
0
=Y kT (o) (9.35)
~ w2 (he)? P ' -

Integral J(oo) se da jesté spocitat pomoci integrace per partes explicitneé,
4 . .
J(00) = —7z. Méme tedy explicitné

T, V) = all (ksT)* (9.36)
T T ap(he)3 P '
Pro tlak fotonového plynu z 9.36 dostaneme
1 w2k} J
P=_aT? = B~ 7578 —— 9.37
37 YT 15(he)® KA’ (9:37)

kde a je Stefanova-Boltzmannova konstanta. Stfedni pocet fotonu v ¢erném télese je

o0 [e.9]

No= /dED(E)b(E) = /dED(E)(eﬁE_Dl -
V i E? 1% ¥ 22
- WQ(hc)?’é dE@BE —1 7T2(5hc)3£ dxew 1 (9.38)

Posledni integral 1ze provést explicitné s pouzitim Riemannovy (-funkce

N = i—‘g (@f) ¢(3), (9.39)

kde ¢(3) ~ 1,202.
Analogicky muzeme spocitat entropii a vnitini energii fotonového plynu

S(T,V) = (@) 1aVT3,

oT

U(T,V) = | dE D(E)Eb(E) = aVT". (9.40)
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Stejné jako tlak, tak i hustota energie

e(T) = U(j;/i V) _ oT* (9.41)

zavisi pouze na teploté. Vztah (9.41) nazyvdame Stefanuv-Boltzmanniv zdkon. Pro foto-
novy (ultrarelativisticky) plyn plati vztah mezi tlakem a energif

P(T) = (). (9.42)

Jestlize jesté za energii E' ve vztahu (9.40) dosadime frekvenci ze vztahu F = hw,
dostaneme Planckovu formuli pro spektrum zafeni absolutné cerného télesa

U= V/E(w,T)dw, (9.43)
0
kde
w1

Z této formule plynou limitni Rayleightuv-Jeansuv (hw < kgT) i Wienuv zdkon
(hw > kgT).



Kapitola 10

Idealni kvantové plyny - Fermiho
systémy

10.1 Stavova rovnice idealniho plynu

Podobné jako v ptipadé idedlniho Boseho plynu i zde budeme vychéazet z formalni stavové
rovnice (8.49) a (8.50). Pro homogenni systém piejdeme od sumace k integralu pfes
hybnosti a dostaneme (pro systémy bez vnitinich stupnu volnosti) nasledujici rovnice

oo

2
0 = —ﬁkBTV/dPPQ In(1 + ze‘%) (10.1)
0
a 00
41 1
n=— [ dppP———. (10.2)
h? et +1

Na rozdil od bosonti, chemicky potencidl y, z = e®# mize nabyvat libovolné hodnoty z

realné osy. V rovnicich (10.1) a (10.2) pfejdeme k bezrozmérnym proménnym x = p %
a dostaneme -
pv Q) 4V 2
_ — - dz 2% In(1 - 10.3
T T N zxiIn(l+ ze ™), ( )
0
T 1
2 (10.4)

1

= [dza®———.

0= o [
0

Obé pravé strany rozvineme do Taylorovy fady v mocninach z. Potom

d 2 —a?y _ _ n+1z_n 2 ,—nz? _
/ rzzIn(l+4 ze™™) Z( 1) ” dz z“e

0 n=1 0
= n+1zn d —nT \/_ - n+1 z" — \/_
2= F<_ a_n> [ e == e S = )
n= 0 n=1

157
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Stejné tak jako funkce g,(z) z bosonového plynu, tak i f,(z) je funkce se zndmym
analytickym chovanim v komplexni roviné. Analogicky pro hustotu ¢édstic dostaneme

0 N 1
Stavova rovnice idedlniho Fermiho plynu ma tedy tvar
P 1
1
n = ng/Q(Z)’ (106)

piicemz A\ = +/27h2/mkpT, z = e*/*3T_ K rovnicim (10.6) je tfeba poznamenat, ze
plati pouze pro bezspinové Castice, tj. pro ¢astice, které kromé hybnosti nemaji zadné
jiné vnitini stupné volnosti. Jelikoz diky vété o spinu a statistice vime, ze fermiony
musi mit poloc¢iselny spin, tj. nenulovy, je tfeba rovnice (10.6) modifikovat vuéi spinové
proménné. Pocet stavi s danou velikosti spinu s je (2s + 1). Tzn. obecné plati

P (2s+1)

e O] (10.7)
o= &0, (10.8)

7 této teplotni stavové rovnice muzeme odvodit jesté kalorickou stavovou rovnici udavajici
vztah mezi tlakem a vnitini energii

0
U=—(B0:TV , 10.9
FIGURCERD (109)
odkud dostaneme 5 5 . 5
U= §kBTV<SA—’§>f5/2(z) = SPV. (10.10)

V ptipadé Fermiho plynu, pro ktery plati Pauliho vyluc¢ovaci princip, nemuze nastat
Boseho-Einsteinova kondenzace. Pti nizkych teplotach bude chemicky potencidl kladny,
tj. bude lezet nade dnem energetického spektra. V pripadé nulové teploty hraje pak
chemicky potencial vyznamnou roli, totiz urcuje tzv. Fermiho energii oddélujici obsazené
energetické stavy od neobsazenych.

Hodnota Fermiho energie je ddna poctem fermionu v systému. K urceni velikosti
Fermiho energie musime nejdiive najit asymptotiku funkce f3/2(2) v limité z — oco. K
tomu ucelu pouzijeme vyjadieni (10.2), odkud dostaneme v limité 5 — oo

PF
4 4
n=g7g dpp® = gﬁp:} = pr = h(
0

67%n 1/3
g ) ’

kde pg je Fermiho hybnost. Fermiho energie je

1 n? ([ 6mn\*?
_p%:%( : ) , (10.11)

€Ep =
2m
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kde jsme oznacili g = 2s + 1. Tzn. ze pii nulové teploté jsou vSechny energetické stavy
obsazeny fermiony az do Fermiho energie (10.11).
Radovy odhad Fermiho energie elektronu

h=1,05-10"*"Js

me =9,11-10"%kg

g=2

er o 10737n%3(J) oc 10703 (eV)
pro plyn n ~ 10% ep ~107%eV
pro kovy m ~ (10 — 100)m,. €ep ~ 1eV

10.2 Teorie elektronu v kovech a Sommerfelduv roz-
VO]

Vlastnosti pevnych latek jsou ur¢ovany nejen ionty a jejich dynamikou, ale hlavné dyna-
mikou elektronového plynu vytvoreného z valen¢nich elektronti. Napt. jak elektricka, tak
i tepelnad vodivost, magnetismus jsou odrazem elektronovych vlastnosti pevnych latek.
Jestlize jsou elektrony v pevné latce dostatecné ziedény, n, ~ 1017 ~ 10 ecm™3, potom
je lze povazovat diky stinéni za témeér volné. Jelikoz nés zajimaji hlavné nizkoteplotni
vlastnosti pevnych latek, elektronovy plyn je vysoce degenerovan. V tomto pripadeé je
plyn podstatné ovlivnén Pauliho vylu¢ovacim principem zpusobujicim odchylky od kla-
sické teorie plynu. V tomto paragrafu budeme chtit odhadnout chovani degenerovaného
Fermiho plynu, které je charakterizovano chovanim funkci v blizkosti Fermiho energie.
Prakticky nas budou zajimat pouze integraly a funkce zavisejici na energii, tj.

oo

L) = [ AEAEEE) (10.12)

—00

kde v(E) je hustota energetickych stavii, f(E) = (2 'e’# 4 1)~! je Fermiho rozdélovaci
funkce a g(E) je néktera fyzikalni veli¢ina, jejiz termodynamickou hodnotu chceme uréit.
K vypoétum integralu typu (10.12) potfebujeme jesté urcit hustotu stavu v(E). Pro
volné elektrony mame

/2
gV d 14m (2mE s
”<E>=—(2W>ad—g[?(—n2 J (10.13)
odkud
3/2
qv [ 2m 1/2
V(E) = fﬂ(fﬂ) EY% pro >0 _ (10.14)
0 v ostatnich ptripadech

Je tteba si ale uvédomit, ze obecné vyjadieni (10.14) pro hustotu stavi elektronu
v pevnych latkdch ma jen omezenou platnost. Je to diky tomu, ze elektrony jsou tam
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v prostiedi periodické krystalické mrizky. V piipadé kovu, kdy v(Er) > 0, ovSem lze
(10.14) povazovat za relativné dobré piiblizeni pro malé energie E, tj. pro malé hodnoty
Fermiho energie Ep.

V dalsim budeme ptredpoklddat, ze v(Er)g(Er) # 0. Nasim cilem je ziskat rozvoj
integralu I,(T") v nizkoteplotni limité 7" — 0, neboli tzv. Sommerfeldiv rozvoj. Oznacime
soutin G(F) = v(F)g(FE) a budeme déale predpokladat

1. G(E) = 0 pro B — —o0,

2. G(E) ~ E* pro E — oo,

3. G(F) je hladké funkce v okoli Fermiho energie.

Oznac¢ime I'(E) = f_Eoo dz G(x), coz ndm umozni prepsat integral (10.12) integraci
per partes na vyraz

1,(T)=T(E)f(E)|~_ - /dEF(E)%. (10.15)

Diky podminkdm 1. a 2. je prvni len na pravé strané rovnice (10.15) nula. Jelikoz nyni
derivace Fermiho funkce v nizkych teplotach je koncentrovana kolem Fermiho energie,
rozvineme I'(E) do Taylorovy tady v bodé E = p.

— (B —p)" d"
I'E)=T ———1I'(F 10.1
() =T+ 3= gt e)| (10.16)
Jelikoz
of ePE—n) -

—p

OE ~ V[P0 £ 1P T dcosh’(LA(E — p)

je sudd funkce proménné (F — p), potom v rozvoji (10.16) prispivaji pouze sudé ¢leny.
Muzeme tedy psat

o0 1 d2n71
I(T) = 19T E 7@ 10.1
9( ) g ( ’M)+an::1(2n)'<dE2n_lG( ))Eu g ( a”)? ( 0 7)
kde
LT, p) = ?dE (B —p)™ e 7dx L ——
g H) = K [eB(E-) 4 1]2 N (ez +1)2

o0 [e.e]

-9 a l.2n71 -9 a Con y2n71 4n, y2n71
32\ da e 1) pt| da ev+1) g v+ 1
o= 0 a=

0 0

Daéle jesté vyuzijeme integralni reprezentace Riemannovy (-funkce

o0

> n—1

| 1
()= (1= 20 (n) /dyeg 1 (10.18)

p=1 0
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to znamena, ze pro n > 1 dostaneme
2n _ 1-2n\ p—(2n+1
2T, i) = 2(1 — 2'72) 3~ Cr 0 (2n)1¢ (2n). (10.19)

Prispévek od ¢lenu n = 0 spoc¢teme piimo

IO, 1) = —T'(p )/dEg—g =T(p) = /de(x). (10.20)

—0o0 —00

Po dosazeni téchto vyrazu do integralu I,(7") dostaneme

I,(T) = / dEv(E +Z _ol=2n) 2n)(k;BT)2"[ d%z;_ly(E)g(E)]E:H, (10.21)

coz je Sommerfeldav rozvoj v nejobecnéjsim tvaru.
Vyznam Sommerfeldova rozvoje spoc¢iva v priblizenich a moznosti pouziti jen prvnich
nékolika ¢lentu rozvoje. Napiiklad pro g(E) = 1 lze psat

dTL
dEm

9(n)
BN, ~ L)
Pro vypocet asymptotickych vyrazu termodynamickych veli¢in v limité 7" — 0 bude
vyznamnych pouze prvnich par ¢lenu rozvoje
r r 2 7
/ dE G(E)f(E) = / ABG(E) + T (kTG (1) + o (ks T)V'G" () .. (10.22)

—0o0 —00

Pro jejich explicitni vyjadieni nejdiive najdeme zavislost chemického potencidlu na
teploteé.

00 o0
2

Vn = /dEu(E)f(E) ~ /dE v(E) + 7%u’(,u)(kBT)2 (10.23)

S pouzitim rovnic (10.14) a (10.11) dostaneme

—n(g) [+ 550 ]

S uvézenim, ze ju/Ep — 1 < 1, tj. (u/Ep)¥? ~ 1+ %%? ziskdme

nr Er [1 12(%?) } (10:24)
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Vnitini energii ziskdme z vyrazu

oo B
2

Ur) = [AEUBENE) ~ [ ABv(E)E + T (T w0 + vin) =

2 3N, 3N
“ /2 Z (krT 2 9 1/2

263
- IEl(E) ) ()]

5 Ep 8 \Ep/ \Ep
- U(O)[Hi—i(%)z} (10.25)

Odtud potom ziskame tepelnou

Cy(T)=~T, ~v= %nkgu(EF) (10.26)

Vztah (10.26) je univerzalnim zakonem pro chovéni mérného tepla kovu pii nizkych
teplotach. Ruzné kovy se odlisuji prakticky pouze koeficientem timérnosti 7. Spojenim
tohoto vysledku s piispévkem od fononu dostavame ve vedoucim radu

Cy =~T + aT?. (10.27)
Na zavér tohoto paragrafu muzeme jesté uvést stavovou rovnici degenerovaného Fer-
miho plynu
2 57T2 k‘BT 2
PV ~ ZNE [1 —(—) ] 10.28
A TR\ (10.28)

kterou jsme snadno ziskali z kalorické stavové rovnice PV = %U .

10.3 Spin a magnetismus

Magnetismus je vlastnost latek, ktera ma cisté kvantovou povahu. Jestlize bychom
uvazovali pouze klasickou teorii, potom parti¢ni sumu s elektromagnetickym polem lze
zapsat

N

N = h313N! /dqu d**p exp{ — B[Z %m(pj —¢;Alq))’ +V(a)]}, (10.29)

coz lze jesté substituci u; = p; — e;A(q;) zapsat

N N
_ 3N 3N L o
Zn = 3N N /d q exp{—ﬁjZ:;V(Qj)}/d u exp{—@’;%juj}. (10.30)

Nyni magnetizace latky je dédna

(m) = kpTVp In Zy(T, V,H) = 0, (10.31)
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nebot Zy (T, V,H) nezavisi explicitné na elektromagnetickém potencidlu (magnetickém
poli). Reprezentace (10.31) je vyjadienim tzv. Bohrova-van Leeuwenova teorému o ne-
existenci makroskopického magnetismu v klasické teorii. Tzn. projevy magnetismu a
spontanniho magnetického uspotradéani latek jsou dusledkem kvantové teorie.

Magnetismus mize byt zpusoben bud'to orbitdlnim momentem nebo spinem elek-
tronu v latce. V pripadé orbitalnitho magnetismu, tj. magnetického pole generovaného
orbitalnim pohybem elektronu kolem jadra, se nazyva Landauiuv diamagnetismus. V
piipadé spinového magnetismu mluvime bud’to o Langevinové ¢i van Vieckové paramag-
netismu podle toho, zda se jednd o neinteragujici nebo interagujici lokdlni magnetické
momenty a o Pauliho paramagnetismu, pokud jsou magnetické vlastnosti zpusobeny
spinem elektronu degenerovaného Fermiho plynu. Tam je zdrojem magnetismu Pauliho
princip.

V tomto paragrafu ur¢ime nizkoteplotni ptispévek Pauliho paramagnetu. Z Diracovy
teorie elektronu plyne, Ze se spinem je spojen trvaly magneticky moment

s = —WTB , B = %, (10.32)
kde pp je Bohruv magneton, g = 2s + 1 je gyroskopicky faktor a m je klidova hmota
¢éstice (elektronu). Magnetickd energie spinu ve vnéjsim magnetickém poli je

N it N
H,, = — ;ug) "By = 5" z; Sz, (10.33)
kdyz magnetickd indukce By = poH pusobi ve sméru e,.
Jestlize nyni pouzijeme druhé kvantovani, potom lze celkovy hamiltonian zapsat pro
elektrony (S = h/2)
Hyy = (ex + Zep5Bo)cfy o (10.34)
k,o
kde z, = £1. Je dobré si vSimnout, ze magneticky moment je obracené orientovan
nez vektor spinu, viz znaménko v rovnici (10.32), to znamend, Ze spin je antiparaleln{
magnetickému poli.
Paramagnetismus vyjadiuje odevzu nezmagnetizovaného systému (tj. celkova magne-
tizace je nula) na zménu magnetického pole H. Mirou odezvy je magnetickd susceptibilita

definovana vztahem 1 /oM om
‘= V(@_H)T _ <3_H>T (10.35)

Vyjadiime velky kanonicky potencidl Fermiho plynu ve vnéjsim magnetickém poli
vazaném pouze na spin elektron

Qu,T.V,H) = —kpT» / dE v,(F)In(1 + eAr=B)g=Fzonsboy, (10.36)
70

Pritom v,(F) = v(E)/2 =V (2771/%2)3/2 EY2 /472, Pocet Géstic se spinem o je potom

dan vyrazem
[e.e]

N, = % / dE D(E)f(E + zop15By). (10.37)

—00
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Jelikoz déle g ~ 0,579-10"% eV - T~ a By ~ 10° — 10' T, potom celkovd magnetick
energie je ~ 1072 eV, a tudiz ji lze chdpat jako poruchu vici kinetické energii uréené
Fermiho energii Er ~ 10Y — 10! eV. Takze

of

N, = dy (f(y) + 2o Bo7=)D(y).
/ z

N |

Magnetizace je potom rozdil

o0

0
M = un(N, = Ny) = ~iisBo [ dy 5Dl

0

Paramagneticka susceptibilita tedy je

o
Xp = —%uo/ﬁs/dy %D(y) (10.38)

0

Na vypocet tohoto integralu pouzijeme Sommerfelduv rozvoj, (10.22),

1 [ w2
o~ oty | [ D)+ T 2D ) | (10.39)

0

coz po dosazeni za hustotu stavi vede na vztah

3N @[1 B W_Q(kBT)Q]

Ty = > WEES 10.4
X(T) 2w E, 12V B, (10.40)

Susceptibilita x, z 10.40 je Pauliho paramagnetickd susceptibilita, ve které ma hlavni
pifspévek x,(0) = popiv(Er)/V. Prvai teplotni korekee je imérnd az T2, coz je typické
pro Fermiho plyn.

10.4 Relativisticky Fermiho plyn, bili trpaslici

Klasicka astrofyzika pouziva empirické pravidlo pro vztah jasnosti hvézdy a jeji barvy
(dominantni vlnové délky vyzafovaného svétla), ktery vede na témér univerzalni kon-
stantu dimeérnosti pro vSechny hvézdy. Z této "klasické rady” (Hertzsprunguv-Russeluv
zékon) se vymykaji ttvary, které nevyhovuji klasickému zékonu bud'to, ze odchylky diky
Einsteinové gravitaci nebo kvantové mechanice jsou vyznacné. Jednim z takovych ob-
jektu jsou bili trpaslici, jejichz jas je mnohem mensi, nez by podle klasického zdkona
odpovidalo barvé svétla. U téchto hvézd hraje vyznacnou roli kvantova teorie degene-
rovaného Fermiho plynu elektront.
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Jadro bilych trpasliki je tvofeno pfevazné heliovymi jadry, ktera jsou hlavnim zdro-
jem gravitacni sily hvézdy. Tyto ionty jsou ”vnoireny”do degenerovaného Fermiho plynu
elektronu. Typické hodnoty jsou

Hustota p~107g-cm™ = 10"pg
Hmota M ~ 10%g ~ M,
Vnitin{ teplota T ~ 10’K =~ T, (~ 10%eV) (10.41)

Toto jsou hodnoty, které se tykaji heliového jadra hvézdy. Elektronové plazma je
charakterizovdno hustotou elektrontt 103° cm™3, coZ odpovidd Fermiho energii (teploté)

B h? 1 ~ 90M g
Odtud plyne, ze Tr > T, tj. bily trpaslik lze dobfe aproximovat relativistickym
Fermiho plynem pii nizkych teplotach (v idedlnim piipadé T = 0). Disperzni relace

relativistického plynu je

eps = V()2 + (mec?)?, (10.42)

Celkové energie (volime T' = 0) je

2V [P
Eqy=2 Z V(pe)?2 + (mec?)? = 73 dp 47p*\/(pc)? + (mec?)2.
Ipl<pr 0
Fermiho hybnost je dana poctem elektronu
V4 4 3m2\1/3
Celkova energie je
Ey  micd
1/3
kde zp = :ch = %(%) a
o 1.3 3.2
B ) s [ grp(l+ 520 +0) 2p <1
f(xF)—/d“ Vitz —{ etz +e) ap>1

0
Jestlize celkova hmota bilého trpaslika je M a polomér je R, potom

31\ 1/3 87 m, R
M =~ 2m,N, R:( ) =y =

prs T3 M

a bezrozmérnd Fermiho mez

Tp =

h 1(97TM>1/3_M1/3
 mec R R

_Smp R’
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kde jsme oznaéili: M = mﬁ, R= : / . Tlak Fermiho plynu potom je
4.5

_ 8E0_m4c5 of Oxp micd 1
=%V = =m {_ﬂ“)‘am” v ] 2R {3 Pyl f(“)}' (10.44

Tento vyraz lze zjednodusit v nerelativistické limité zp < 1

mic \ o 4 NP
% (Toage )2 = 55 RS (10-45)
a v ultrarelativistické limité (xp > 1)
m4c5 4 ) M4/3 M2/3
Fo~ (127r2h3)($ _xF):K( R R ) (1046)

) 3
MeC MmeC
1272 h
Bily trpaslik je v rovnovaze, jestlize tlakova energie Fermiho plynu elektront je

kompenzovana gravitacni energii heliovych jader. Tlakova energie je

kde jsme jesté oznacili konstantu K =

Eax = / Podmr?dr (10.47)
R
a Newtonova gravitacni energie je
M2
B, =21 (10.48)

R

kde v je gravitacni konstanta a o parametr zavisejici na vnitini struktufe hvézdy a
je umérna jednotce. Rovnovaznou hodnotu poloméru hvézdy ziskdme z minimalizace
celkové energie, to jest
R
0 ay
= — Podmr?dr + — M 2]
OR / ’
oo

tzn.

PO_

av]%2 « <8mp> <m c>4M2 (10.49)

ir R* 47 '\or h /7 R4
K urceni poloméru R musime za levou stranu dosadit z rovnice (10.44) obecné a v
nerelativistické a ultrarelativistické limité potom z rovnic (10.45) a (10.46) dostaneme
hodnotu poloméru jako funkci hmoty hvézdy. Tuto zavislost lze jesté explicitné vyjadrit
v obou krajnich limitach.
V pifpadé ridkého Fermiho plynu (zp < 1)

4 NP
5 RS RY
odkud 4K
MY3R = (10.50)
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V pripadé ultrarelativistické limity dostaneme

M3 g2/ ,M2
(7 -=) %

coz lze prepsat do tvaru

~ ~ M 2/3
R=M23/1— <_) 7 (10.51)
0
kde
- K \3/2 27mN\3/2 s he \5/2
= ()" (25 ()
K’ 64a ym?

Fermiho relativisticky plyn dava tedy horni omezeni ( Chandrasekharova mez) na hmotu
bilych trpasliki, ktera je priblizné hmota slunce My ~ 1.4M,, .



Kapitola 11
Uziti metod statistické fyziky

Formalismus statistické mechaniky jsme dosud budovali v ramci neinteragujicich kla-
sickych a kvantovych systému, které jsou idealizaci realnych plynu a latek. Skutecné
fyzikalni problémy jsou ale spojeny s interakcemi, vzajemnym silovym pusobenim jed-
notlivych elementarnich objektu, ze kterych se makroskopické systémy skladaji. V této
kapitole uvedeme nékolik prikladu, jak lze obecné metody statistické mechaniky vyuzit
pii zkoumani vlastnosti makroskopickych systému s interagujicimi ¢asticemi.

11.1 Interagujici klasicky plyn - klasterové rozvoje

Prvnim podstatnym krokem statistické mechaniky je redukce tiplného 6 N-rozmérného
fazového prostoru na jednodussi, bud'to jednocdsticovy se statistickym popisem, nebo
prostor charakterizovany makroskopickymi (méfitelnymi) parametry. V piipadé intera-
gujicich c¢astic tidicich se klasickou Hamiltonovou dynamikou jiz neni mozné obecné re-
dukovat statisticky popis na jednocasticovy prostor. Je ale mozné vybudovat poruchovy
rozvoj, ve kterém vzajemna interakce castic je poruchou ke kinetickym energiim jed-
notlivych c¢astic. Tento postup neni jednoduchy a vyzaduje vybudovani systematického
aparatu.

11.1.1 Klasicky grupovy rozvoj

Budeme uvazovat hamiltonian homogenniho systému klasickych interagujicich céstic

N
H-3
i=1

kde ¢len v;; = v(q; — q;) je vzdjemnd interakce mezi ¢dsticemi se soufadnicemi q; a q;.
Particni suma kanonického rozdéleni pro tento interagujici systém je

N
1 p;
Z(T,V,N) = Nlth/d?’quSNpexp{—ﬁ E v —p E vij} . (11.2)
’ i=1

1<j

+) vy (11.1)

1<j

p;
2m

168
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V této partiécni sumé muzeme explicitné integrovat pres hybnosti, ¢imz vyraz zjed-
nodusime pouze na mnohonasobny integral pfes soutadnice,

1 AN Qn(1,V)
N')\3N/d lep{ 52%} _N'—W’ (11.3)

1<)

Z(T,V,N) =

kde A je de Broglieova tepelna vinova délka, vztah (8.56).

Vzéjemnd inteakce zavisi pouze na vzajemné vzdalenosti ¢astic v(|q; — q;|). Tiebaze
fundamentalnim rozdélenim klasické statistické mechaniky je kanonické, nasim cilem je
ziskat korekce k termické stavové rovnici idealniho plynu, pro kterou je potieba vycislit
velkou kanonickou partiéni sumu. Jestlize oznac¢ime z = exp{Su}, kde p je chemicky
potencial, potom

Zgrand(T7 V» /~L) = Z ()\3>N W (114>

V pifpadé idedlniho plynu se funkce Q (T, V') redukuje na prostou mocninu objemu V».
Zavedeme novou funkei, korekei jednotky v integrandu na pravé strané rovnice (11.3),

e—ﬂvij =1+ fij .

V pifpadé Lennardova-Jonesova potencidlu v(r) = a;/r'? — ay/r%, mé funkce f(r) ostré
maximum pro kone¢nou hodnotu vzdalenosti 7y, kterd ohranicuje oblast netrivialniho
prispévku do interakéni ¢asti partiéni sumy. Tuto nyni muzeme piepsat do tvaru

Qn(T, V) :/d?’ql...d‘?qNH(l%—fij) :/d3q1...d3qN M+ (fis+ fis+-..)

+(fiafis + friofua+..)+...] , (11.5)

kde s¢itame pres jednoduché dvojice indexu ij, pak souciny ruznych dvojic, trojic atd.
Pficemz dvojice indexu je ruznd, pokud se lisi alespon v jednom indexu.

Integrace pres soutadnice v interakéni particni sumé (Qn se redukuje na pouhy
nasobek objemu, pokud ¢astice, pies jejiz souradnici integrujeme, se interakce neticastni.
Proto si jednotlivé castice rozdélime na dvé skupiny v kazdém clenu rozkladu, poru-
chového rozvoje, interakéni particni funkce. Prvni skupinu tvori castice, které se ale-
sponi jednou objevuji v interakénim faktoru f;; v mocninném rozvoji (11.5). Druhou
skupinu potom tvoii ¢astice, jejichz souradnice v daném integralu vubec nevystupuji,
momentalné neinteragujici ¢astice. Obecné budeme tedy pocitat vyrazy typu

/d3Ql"'dSQNfa1fa2"'far ) (116)

kde o # «aj, jesltize @ # j oznacuji ruzné dvojice Castic ucastnicich se interakce v
pocitaném vyrazu.

Jednim ze zakladnich prostiedku vypoctu efektt interakce jak v klasické tak kvan-
tové fyzice jsou diagramatické reprezentace poruchovych rozvoju. Grafické reprezen-
tace, z nichz nejznamé;jsi jsou Feynmanovy diagramy kvantové teorie pole, jsou vyhodné
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hlavné tim, ze umoznuji reprezentovat jednim diagramem celou ttidu prispévku do poru-
chového rozvoje. Tak je tomu i pii vypoctu interakéni partiéni funkce Qn (7, V). Integral
sou¢inu nékolika faktoru f lze reprezentovat diagramem s vrcholy, souradnicemi ¢astic
ucastnicich se interakce, linie odpovida propojeni ¢éastic indukovaném vzajemnou inter-
akel v.

Typické elementarni prispévky s jejich diagramatickou reprezentaci jsou:

%/d?)qufm — ®_@ (11.7)

! @{®\@
= | Paad’qsfiafis — (11.8)

V2
1
V2 P qad’gsafrofas — O-® (11.9)

Diagramy tedy reprezentuji piispévek do partiéni sumy normalizovany na jednotku v
pripadé neinteragujicich ¢astic.

V dalsim kroku budeme diagramy klasifikovat tak, abychom jejich prispévky mohli
vyhodné séitat, minimalné ty, které budeme schopni vy¢islit. Prvnim krokem klasifikace
grafické reprezentace prispévku do parti¢ni sumy je rozliseni neidentickych diagramu. Di-
agramy budeme povazovat za identické, jestlize mnozina dvojic indexu {ay, ag, ..., a,}
a {a),ad, ..., al} je identickd, to jest, jestlize pocet paru je stejny a jednotlivé pary, az
na poradi, jsou stejné. Pfipomindme, ze dvojice vrcholu (ij) = (ji), nezavisi na jejich
poradi uvniti paru. Ruznost diagramu jesté neznamend ruznost ¢iselnych prispévku do
particni sumy. Napiiklad diagramy

@8@ @{@\@ (11.10)

jsou ruzné, ale jejich ptispévek do particni sumy je stejny. Jako priklad slozeného dia-
gramu uvedeme reprezentaci nasledujiciho vyrazu

/d3NQf12f37f45f68f48f56 ; (11.11)

kterému odpovida nésledujici graficka reprezentace

020
[ X ]
g % , (11.12)

Definujeme souvisly diagram jako diagram, jehoz kazdy vrchol je propojen alespon
jednou spojnici (muze byt slozend ptes nékolik vrcholu) s libovolngm jingym vrcholem
diagramu. Diagramu ptitadime tad [, jestlize se skldada pravé z [ ruznych vrcholu, ¢astic
participujicich ve vzajemné interakci. Grupovy integral radu [ je suma prispévku od
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viech souvisljch diagramu #ddu (I + 1) ndsobenych normalizaénim faktorem V*'/(I +
1)!\%. Grupovy integral iddu [ budeme znacit b;(T, V). Grupové integraly iadu 1 a 2
jsou:

V[ 1 1
o1 = 2103 i } N3V /d Qd’ 2 fr2 = 23 d*q12.f12 (11.13)
Ve @E@ @{®\@ @3@ @&D
=30 (11.14)
1 -dquff - /dgq & q13d® g3 fra fr3 f (11.15)
2)\6 12 23J12J23 6)\6‘/ 12 13 23J12J13J23 - .

7 vyrazu pro grupovy integral by je vidét, ze se obecné grupové integrdly skladaji z
prispévku s ruznym poctem nezavislych integraci. Tohoto faktu vyuzijeme pozdéji.

Nyni vyuzijeme grupové integraly k vyjadieni velké parti¢ni sumy. Funkce Qn (T, V)
je sumou vsech, i nesouvislych, diagramu fadu [ < (N — 1). Pfitom nesouvislé diagramy
jsou souciny jejich souvislych komponent. Necht m; je ¢etnost grupového integralu byve
vyrazu pro Z(T,V, N). Potom plati (by = 0 a b; oc VI/A3 (I + 1)!)

Z(T,V,N) = H o (—bl)ml , (11.16)

{mi} 1=0

kde suma probiha pres vSsechny mozné vybéry cetnosti m; splnujicich podminku

=z

(I4+1)m =N . (11.17)

Il
=)

Na pravé strané vyrazu (11.16) jsme jesté zapocetli pocet realizaci daného rozkladu do
klastru 1,2,... N — 4 s ¢etnostmi my, mo, ... my_1, ktera je

]lh [l+1 ]ml’

nebot vybrat m; klastrii o poc¢tu (I + 1) vrcholi z mnoziny o velikosti n je

n!

[+ D)™

Omezujici podminka na ¢etnosti m; bude sejmuta, pokud od kanonické particni sumy
prejdeme k velké kanonické partiéni funkei

Zgrand(T, V1) = i i { (V )mo ! (;/3 2b1)m1...] , (11.18)

mo=0 m1=0
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kde jsme oznacili z = exp{fBu} a taky zahrnuli ¢leny bez ¢dsticové interakce (grupovy
integrél nultého rddu). Velky kanonicky potenciél 1ze potom zapsat v kompaktnim tvaru

Q(T,V, ) = —kBT— Zb P (11.19)

7 Gibbsovy-Duhemovy relace potom dostaneme stavovou rovnic interagujictho plynu
klasickych céstic

P 7,
T e (11.20)
=0
N 1 7 —
== > I+ )bzt (11.21)
=

Druhé rovnice je potiebna k tomu, abychom vyloucili proménnou z a nahradili ji hus-
totou ¢astic 1/v, a tim uzavieli stavovou rovnici.

11.1.2 Ziedény plyn - viridlovy rozvoj

Rovnice (11.20) a (11.21) vypovidaji, Ze stavové rovnice pro plyn interagujicich ¢éstic
je stejné jako v pripadé idedlnich kvantovych plynt implicitnim vztahem, ze kterého je
potieba vyloucit chemicky potenciél i, nebo tinikovy koeficient z = exp{fu} a nahradit
je hustotou nebo pomérnym objemem v. V piipadé ziedéného plynu, kdy v > A3,
muzeme rovnici (11.21) fesit poruchové rozvojem tunikového koeficientu z do mocnin
A3 /v, coz muzeme povazovat za maly parametr. Timto zpusobem ziskdme korekce ke
stavové rovnici idedlniho plynu v ptripadé zfedénych nebo slabé interagujicich plynu.
Unikovy koeficient rozvineme do fady s neurcenymi koeficienty

z:gan (%3)” . (11.22)

Tyto koeficienty urc¢ime z rovnice (11.21). Takto zkonstruovany rozvoj, feseni pro tinikovy
koeficient z(\?/v) dosadime do rovnice (11.20) a dostaneme tak viridlovy rozvoj sta-
vové rovnice interagujictho plynu

kBT f: ( )l . (11.23)

Koeficienty a;(T') v termodynamické limité zavisi pouze na teploté a nazyvaji viridlové
koeficienty.

Prvni ¢len rozvoje na pravé strané rovnice (11.23) je piispévek idealniho plynu, a
je tedy roven jednotce. Prvni viridlovy koefiecient je tedy roven jedné. Prvni netrivialni
viridlovy koeficient je az druhy, ktery znacime a;. Vy¢islime explicitné prvni dva ne-
trividlni viridlové koeficienty a; a as. Oznacime x = A3 Jv. Pro ziskéni prvnich [ ne-
trividlnich viridlovych koeficienti, musime rozvinout tinikovy koeficient do fadu (I 4 1).
Z rovnice

2 =1+ apr® + aza® (11.24)
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snadno dostaneme z rovnice (11.21) s presnosti O(z%) vyjddreni koeficientu «,, pomoci
grupovych integralt

Qg = —2b1 s (1125)
oz = 8b2 — 3b, . (11.26)
Stavova rovnice v tomto radu rozvoje je
P
k_; = (1+ oz + azz?) [1+ biz(1 + asz) + baa?] . (11.27)
B
Explicitnim rozvojem do mocnin x dostaneme viridlové koeficienty
a1 = Qg + bl = —b1 y (1128)
s = 3 + 2b1()é2 + b2 = 46% — 2b2 . (1129)

Stejné jako grupovy rozvoj pro velkou kanonickou sumu muzeme i viridlovy rozvoj,
respektive jeho koeficienty, graficky reprezentovat. Jak jsme uvedli v minulém oddilu,
ruzné grafy mohou mit stejny prispévek do termodynamickych veli¢in. Napriklad plati

rovnost
@{®\@ _2 <@—@)2 . (11.30)

3

S vyuzitim této rovnosti dostaneme pro prvni dva netrividlni viridlové koeficienty

o = —% (@—@) - —2—; Bqf(q) (11.31)

a3 = —"§ = —3—1\6 Pad® g f(aq)f(a)fla —q2) - (11.32)

T

diagramy, které obsahuji stejny pocet interakcnich linii a nejsou slozeny z jednodussich
nizstho radu.

V limité malych koncetraci je dominantni pouze druhy (prvni netrivialni) viridlovy
koeficient a;. Predstavuje hlavni prispévek do korekce tlaku idedlniho plynu ve ziedénych
systémech jak jej zname z van der Waalsovy stavové rovnice. Tento koeficient explicitné
vypocteme v piipadé Lennardova-Jonesova molekularniho izotropniho potencialu

V() = de {(E)m _ (Eﬂ . (11.33)

T T

Pro tento tvar ¢dsticové interakce muzeme explicitné provést integrace ptes vzdalenosti
mezi ¢asticemi. Po tpravach a s vyuzitim integralni reprezentace I'-funkce dospéjeme k
explicitnimu vyjadieni druhého viridlového koeficientu

)06 o

27
a1 (T) = 303
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Tento koeficient je zaporny v nizkych teplotach, to jest vede na snizeni tlaku diky
pritazlivému charakteru interakce na velkych vzdalenostech. Pii tak zvané Boylové tep-
loté T’s projde druhy viridlovy koeficient nulou a pfi vysokych teplotach dominuje od-
pudiva interakce na kratkych vzdalenostech a a plyn se chova jako systém tuhych kouli.

11.2 Spojité fazové prechody a kritické jevy

11.2.1 Fazové prechody a singularity ve statistické sumé

Fazové prechody jsou kolektivni jevy v latkach, které se projevuji singularitami v ter-
modynamickych funkcich jako je napt. tlak v pripadé prechodu plyn-kapalina nebo
spontanni magnetizace ve feromagnetu. Vznika pfirozena otazka, jak vubec se mohou
singularity v particni sumé objevit, ktera je analytickou funkei svych proménnych. Plati,
ze particni suma pro systému uzavienych v konecném objemu a obsahujici pouze konecény
pocet castic je analytickou funkci s poly v komplexni roviné svych argumentu lezicimi
mimo redlnou osu. Pouze termodynamické limite V' — oo pfi fixni hustoté ¢astic se
mohou tyto singularity limitné dostat na redlnou osu, nebot limita analytickych funkeci
jiz nemusi byt analytickou na hranici analyticnosti. V termodynamice jsme vysSetiovali
prechod kapalina-plyn, ktery je fazovym prechodem prvniho druhu neanalyti¢nostmi v
prvni derivaci Gibbsova potencialu. Dalsim fazovym prechodem, ktery jsme diskutovali
je Boseho-Einsteinova kondenzace, ktera se vymyka klasické Ehrenfestové klasifikaci,
nebot je indukovéna vyménnymi silami diky principu nerozliSitelnosti ¢éstic. Obecné
plati, ze neanalyti¢nosti ve termodynamickych funkcich jsou zpusobeny kolektivnim
pusobenim vzajemnych sil.

Vznik moznych singularit a neanalyti¢nosti v particni sumé je omezen Yangovymi-
Leeovymi teorémy. Jejich platnost lze ukazat na jednoduchém, ale obecném modelu (Lee-
Yang). Budeme uvazovat klasicky nebo kvantovy systém sklddajici se z N interagujicich
castic uzavienych v objemu V. Podstatnym, ale redlnym, predpokladem tohoto modelu
je, ze kazdé ¢astice zaujima konecny objem, ktery muze byt stlacen pouze na nenulovou
nejmensi hodnotu. Z tohoto predpokladu potom vyplyva, ze v daném objemu muze
byt uzavien pouze koneény pocet ¢astic. Maximélni pocet ¢astic v objemu V' oznac¢ime
M (V). Plati tedy nésledujici omezeni pro kanonickou parti¢ni sumu

Zn(V) =0, pro N >M(V), (11.35)

jelikoz v sytému nemuze byt vice nez M ¢astic. Grandkanonicka partiéni suma je potom
polynom stupné M v proménné z = exp{Su}

Zgrana(V,2) = 14+ 2Q1(V) + ... 2MQu (V) | (11.36)

kde Qn (V) je kanonicka partiéni suma N ¢édstic. To znamend, ze @y > 0 a polynom
Zgrana(V, ) nemuze mit kladné kofeny. Stavova rovnice

P _
]{IBT =V ' In Zgrand(‘/u Z) ) (1137)
N o)
— =V Zana(V, 2) (11.38)

%4 0z
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neobsahuje zadné singularity diky tomu, ze logaritmus na kladné poloose je analytickou
funkci. Tlak a hustota ¢astic jsou analytickymi funkcemi proménné z. Zajimava je teprve
termodynamicka limita V' — oo, kdy pocet interagujicich ¢astic muze byt nekonecny a
konecny polynom velké particni sumy je nekonecnou radou.

V termodynamické limité plati nasledujici dva Leeovy-Yangovy teorémy.

Tvrzeni 11.2.1. Velky kanonicky potencidl v termodynamické limité

i 1
Fo(z) = Vh_r)rgo v In Zyrana(V, 2) (11.39)
ezistuje pro vsechna z > 0 a je spojitou neklesajici funkci z. Tato limita je nezdvisld na
tvaru objemu V' za predpokladu, Ze povrch neroste rychleji nes V2/3.

Tvrzeni 11.2.2. Jestlize oblast R v roviné komplexni proménné z obsahuje segment
redlné osy s Zadnyma poly velké kanonické particni sumy, potom na této oblasti
VInZy0na(V, 2) konverguje stejnomérné v limité V- — oo a vyslednd limita je analy-
tickou funkci v otevrrené oblasti R.

Dikazy téchto tvrzeni jdou za ramec zakladni prednasky statistické fyziky a nebu-
deme je predvadeét.

Vyznam Leeovych-Yangovych tvrzeni spociva v omezeni forem neanalyti¢nosti ter-
modynamickych funkci, které muzeme v termodynamické limité ziskat. Predné, z tvr-
zeni 11.2.1 plyne, zZe particni suma v termodynamické limité je spojitou, pozitivni
a neklesajici funkci proménné z. To znamend, ze nespojitosti se mohou projevit te-
prve az v derivacich termodynamického potencidlu. Z tvrzeni 11.2.2 potom plyne, ze
kofeny partiéni funkce oddéluji oblasti analyticnosti velkého kanonického potencidlu
na realné ose, které pak reprezentuji ruzné fdze statistického souboru v termodyna-
mické limité. Kofeny (nuly) partiéni funkce jsou kritické body oddélujici oblasti ana-
lyti¢nosti, jednotlivé faze makroskopického systému. Puvodni Ehrenfestova klasifikace
fazovych prechodu podle nespojitosti derivaci Gibbsova potencialu moderni statisticka
fyzika nahradila délenim fazovych prechodu na nespojité fazové prechody, coz jsou fazové
prechody prvniho druhu Ehrenfestiovy klasifikace, a spojité, kritické fazové prechody,
které jsou charakterizovany kritickym, neanalytickym chovanim v bodé prechodu, fazové
prechody druhého a vyssiho druhu.

11.2.2 Parametr usporadani, korelacni funkce a kritické expo-
nenty

Déle budeme studovat pouze kritické fazové prechody se spojitou zménou fazovych cha-
rakteristik. Jednotlivé faze systému lze charakterizovat pomoci symetrii bud'to hamil-
tonianu nebo nékterych termodynamickych veli¢in. Parametrem kontrolujicim fazovy
prechod byva obvykle teplota, ale hlavné v kvantové teorii to mohou byt i jiné parame-
try, jako hustota, koncentrace sila interakce a jiné. Nejjednodussi fazi je takovd, ktera
sdili vSechny symetrie hamiltonianu. To je typicka situace pro vysokoteplotni stav, kde se
neprojevuje zadna preference ve vybéru vyznamného sméru nebo usporddani. V mag-
netickych materialech je to paramagneticka faze bez pusobeni vnéjsiho magnetického
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pole. Feromagnetické latky se potom pod kritickou teplotou, zvanou Curieova teplota,
zustavajl zmagnetizované i po vypnuti magnetického pole. Vznika tak zvand spontanni
magnetizace, kterd mifi ve sméru magnetického pole, které magnetizaci vyvolalo. Rov-
novazny stav jiz neni izotropni, nebot magnetizace definuje vyznaény smér. K popisu
nové faz se spontanni magnetizaci je potieba zavést parametr usporddani, ktery no-
vou usporadanou fazi charakterizuje. V pripadé Boseho-Einsteinovy kondenzace to bylo
makroskopické uspotradani zakladniho stavu.

Obecné parametr usporadani neni soucasti hamiltonidanu, ktery popisuje realnou situ-
aci, napriklad feromagneticky stav bez pusobeni vnéjstho magnetického pole. Bez mag-
netického pole jsou vSechny sméry pro zmagnetovani stejné pravdépodobné a systém
je izotropni. Abychom ale mohli popsat feromagneticky stav, musime nejdiive narusit
smérovou symetrii hamiltonidnu. To ué¢inime pomoci magnetického pole, nebot po jeho
vypnuti feromagnetickd latka zustane usporadana ve sméru tohoto pole. Obecné plati, ze
kazdy parametr uspotadani, ktery popisuje danou fazi a je vnitini vlastnosti systému,
vstupuje do hamiltonianu v souc¢inu s jeho Legendreovou sdruzenou promeénnou, tak
zvanym polem narusujicim symetrii hamiltonianu. Poruchy rovnovahy vnéjsimi poli jsou
zpravidla velmi slabé ve srovnani s celkovou energii makroskopického systému, takze ji
lze popisovat poruchové. Zména energie (hamiltonidnu) diky pusobeni magnetického
pole v magneticky aktivni latce je

dW =HdM . (11.40)

Parametr M je extenzivni veli¢ina, kdezto magnetické pole H je intenzivni. Jestlize
magnetickym polem narusime izotropii fazového prostoru, magneticky aktivni material
bude reagovat usporadanim magnetickych momenti do sméru pole a kriticky bod z
termodynamického potencialu vymizi. Systém v nenulové magnetickém poli bude v jedné
(vysokoteplotni) fazi pro vSechny teploty. Z tohoto prikladu plyne, ze kritické body jsou
spojeny se spontannim narusenim symetrie hamiltonianu. V kvantové teorii naruseni
symetrie muze byt dokonce spojeno i s narusenim faze vlnové funkce nebo Greenovych
funkeci.

Na piikladu feromagnetické latky, kritickém pfechodu paramagnet-feromagnet uka-
zeme, jak efektivné kritické chovani v blizkosti fazového prechodu popsat. Nejdrive
rozsitime hamiltonian systému o pusobeni vnéjsiho magnetického pole integraci poruchy
ze vztahu (11.40) pro néjz urc¢ime Gibbsovu volnou energii

G(T,H) = -3 In Tre A7) | (11.41)

Magnetizace pro tento systém potom je

oG
M=-22 (11.42)

kde jsme smér magnetického pole zvolili podél osy z. Dalsi dulezité termodynamické
veli¢iny jsou susceptibilita
1LoM  10°G

= Vo = Vo (11:49)

X
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vnitini energie

oG
=G-T— 11.44
U=d¢G TaT ( )
a tepelna kapacita
ou 0?°G
= —=T2_—— 114
¢ aor oT? ( )

V limité H — 0 tyto veliciny v kritickém bodu prechodu do stavu se spontanni magne-
tizaci (feromagnet) vykazuji neanalytické chovani.

Neanalytické chovani termodynamickych velicin v kritické oblasti spojitého fazového
pfechodu na jedné strané kvantitativni popis komplikuje, nebot nelze jednoduse pouzivat
poruchové rozvoje, na druhé strané umoznuje vyzit urcitych zjednoduseni diky moznosti
separace neanalytického chovani a volbé jeho ptihodného matematického popisu. Popi-
sem neanalyticnosti ve statistické fyzice se zabyva teorie kritickych jevi.

Nejpiiméjsim zpusobem vysSetfovani fazovych prechodu s narusenim symetrie ha-
miltonidanu se zda zavedeni symetrii narusujicitho pole a zkoumat, kdy po vypnuti pole
parametr uspoiradani zustane nenulovy a dojde ke spontannimu usporadéni. To ovsem
neni nejrychlejsi a nejspolehlivéjsi metoda. Vyhodnéjsi a jednodussi je zkoumat fluk-
tuace systému a jejich korelace bez pusobeni vnéjsiho pole. Parametr usporadani je
objemovym integralem lokalnich hodnot tohoto parametru. Muzeme psat

M:/dgr (m(r)) , (11.46)

kde (m(r)) je termodynamicka stfedni hodnota lokalntho parametru usporadéni, lokalni
magnetizace v obecné nehomogennim systému. Tyto lokdlni magnetizace jsou stéle
obecné nenulové pouze v nenulovém vnéjsim (nehomogennim) poli. Definujeme nyni
korela¢ni funkci

P(r) = (m(r)m(0)) — (m(r)) (m(0)) , (11.47)

ktera je nenulova i bez pusobeni vnéjsiho pole. Tato funkce vykazuje kritické chovani,
divergenci v v kritickém bodé ptrechodu do féze s dalekodosahovym usporadanim. V
usporadané fazi se korelace fluktuaci parametru usporadani nerozpadaji na velkych
vzdalenostech a mald vnéjsi porucha vede na vznik dalekodosahového usporadani.

Jelikoz termodynamické sttedni hodnoty jsou transla¢né invariantni, zavisi korelaéni
funkce v rovnovazném stavu pouze na rozdilu soutadnic lokalnich fluktuaci. Z toho
duvodu prejdeme k Fourierové obrazu

(k) = / Pre*Tm(r) | (11.48)
m(r) = / (;l;k):sek'rm(k) : (11.49)

kde k je vlnovy vektor sméru Siteni korelaci fluktuaci parametru usporadani. Pro ko-
rela¢ni funkci dostaneme

F(k) = (A(k)m(0)) — (m(0)* (2m)*5(k) . (11.50)
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Budeme predpokladat nulové vnéjsi magnetické pole a neupotradanou vysokoteplotni

fézi, kdy m(0) = 0. Jestlize jesté pouzijeme vztah m(0) = [ (g?’T’;ﬁ@(k) dostaneme
(mk)m(q)) = (2m)*0(k + q) (|mk)*) . (11.51)

nebot diky tomu, ze m(r) je realné, m(—k) = m*(k). Uplny Fouriertiv obraz korelaéni
funkce v paramagnetické fazi potom je

T'(k) = (|m(k)[?) . (11.52)

V harmonickém ptiblizeni, které zahrnuje vedouci fad malych a pozvolna se v pro-
storu ménicich lokalnich magnetizaci, je Helmholtzova volna energie

B(m) = / &r [er V() + em(r)?] (11.53)

kde parametery ¢; a ¢y zavisi na teploté a jsou vlastnostmi zkoumaného systému. Prvni
¢len na pravé strané vyjadieni Helmholtzovy volné energie reprezentuje kinetickou ener-
gii fluktuaci lokalni magnetizace a druhy potom hmotu. Ve Fourierové obrazu dostaneme
diagonalni vyjadieni

B(m) = / (g:;g [k + 5] [m(K)[? . (11.54)

Jelikoz jsme vyjadiili volnou energii v harmonickém piiblizeni a vztah (11.54) je in-
tegralem ptes stupné volnosti. Z ekvipartiécniho teorému dostaneme obecné vyjadieni
pro korela¢ni funkci v Orsteinove-Zernikove formeé

~ 1 kT
'k)=— ———, 11.55

0= e (11.55)
kde jsme oznacili & = \/c1/cy korelaéni délku charakterizujici vzdalenost, na kterou
se lokalni fluktuace parametru usporadani nezanedbatelné ovliviiuji. Vyznam korelacni
vzdélenosti je dobfe vidét z piimé reprezentace korelacni funkce, kterd v Orsteinoveé-
Zernikové reprezentaci ma tvar

r £

Ze vztahu (11.55) plyne, ze kriticky bod, kde korelaéni funkce je neanalytickd, nastane
pro divergentni korelacni délku, & = oo. V takovém pripadé se korelace fluktuaci v
piimém prostoru nebudou rozpadat exponencidlné, ale polynomidlné jako 1. Korelace
fluktuaci lokalntho parametru usporadéani jsou dalekodosahové a mluvime o kritickijch
fluktuacich. Kritické chovani je potom charakterizovano vymizenim prirozené délkové
skaly, jako je napriklad mfizkova konstanta nebo stfedni vzdéalenost mezi ¢asticemi,
a jejim nahrazenim novou nekonecénou délkovou jednotkou, korelaéni délkou. Expo-
nencialni utlumeni korelaci je nahrazeno algebraickym, které muzeme charakterizovat

I(r) = 1exp{—f} . (11.56)
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pomoci kritickych exponenti. Prichod kritickym bodem a kritické chovani kontrolu-
jeme néjakym vnéjsim parametrem, ktery v kritickém bodé projde nulou. Obvykle timto
parametrem je teplota, lépe jeji normovany rozdil od kritické teploty, 8 = |T/T. — 1|.
Termodynamické veli¢iny v blizkosti kritického bodu muzeme rozdélit na kritické,
to jest ty, které vykazuji algebraickou zavislost na modulu fidictho parametru 6, a na
regularni, které jsou v kritickém bodé 6 = 0 analytické, to jest, lze pouzit Tayloruv
rozvoj. Kritické veliciny jsou v blizkosti kritického bodu popsény kritickymi exponenty.

vvvvvv

mické velic¢iny.

Korela¢éni délka: E~O7Y
Parametr usporadani: M ~ 68
Susceptibilita: X~ 077
Meérné teplo: C~o

Mimo tyto kritické exponenty, které zavisi na asymptotickém ptiblizovani kritickému
bodu, existuji taky kritické exponenty pro termodynamické veli¢iny piimo v kritickém
bodé 6 = 0. Ty jsou dva, jeden souvisi s neanalytickou zavislosti parametru usporadani
na vnéjsim (sdruzeném) poli, druhy pak s mocninnym rozpadem korelaci v piimém pro-
storu. Muzeme je zapsat (0 = 0):

Stavova rovnice : M ~ H/
Algebraicky rozpad korelaci : T'(k) ~ |k|?>™"

Vidime, ze posledni kriticky exponent 7, tak zvana anomalni dimenze, charakterizuje
odchylku kritického chovani od Orsteinova-Zernikova harmonického chovani.

11.2.3 Rozmérova analyza, skalovaci hypotéza a univerzalita

Vyznamnym rysem kritického chovani je existence pouze omezeného poctu nezavislych
veli¢in, které neanalyticnost kritického bodu charakterizuji. V ptipadé feromagnetu je
pouze jedind relevantni veli¢ina, ktera kontroluje kritické chovani. Je ji korela¢ni délka.
Korelacni délka definuje novu vzdélenost, na které fyzikalni déje maji v kritické ob-
lasti vliv na kritické chovéani. V kritické oblasti, kdy & — oo, pouze zmény pozorova-
telné na této vzdalenosti ovliviiuji vysledné kritické chovani. Podle korela¢ni délky po-
tom rozdélujeme veli¢iny na relevantni a irelevantni pro kritické chovani. Relevantni
veli¢iny jsou ty, které v limité nekonecné korelacni délky skaluji s nékterou jeji kladnou
mocninou. Irelevantni veliciny jsou ty, které v limité nekonecné korela¢ni délky se
skéaluji do nuly. Zjednoduseni popisu kritického chovani potom spociva v separaci rele-
vantnich od irelevantnich veli¢in. K tomu nam pomohou rozmeérova analyza a skalovaci
hypotéza.

Rozmérova analyza vychazi z jednoduchého faktu, ze pokud dominantni veli¢ina
kontrolujici kritické chovani (typicky korelaéni délka) m4 fyzikélni rozmér, potom bez-
rozmérné veliciny mohou na této skdle zaviset jen zprosttedkované pres jinou velicinu
se stejnym fyzikalnim rozmérem, jako je fidici veli¢ina. To znamenad, ze v kazdé termo-
dynamické veliciné zménime charakteristicky rozmér za novy urceny danou dominantni
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velicinou tak, ze zavisi na bezrozmérnych proménnych, nédsobcich dominantni kritické
skély a mocniné dominantni §kély, kterd je déna fyzikdlnim rozmérem. Skalovaci hy-
potéza potom vychazi z predpokladu, ze kritické chovani je jednoparametricka limita
s jedinou relevantni skalou s fyzikalnim rozmérem, v piipadé feromagnetu je to délka,
kterd tak definuje novou skalu vuéi niz se méri vsechny relevantni veli¢iny se stejnym
fyzikalnim rozmérem. Univerzalita potom znamend, ze relevantni velic¢iny v kritické
oblasti jsou zcela nezavislé na irelevantnich velicindch a jsou plné funkcemi pouze ko-
relacni délky.

Skdlovaci hypotézu (Kadanoff) miizeme matematicky vyjadfit jako zobecnéni Orstein-
ova-Zernikova tvaru korelac¢ni funkce v blizkosti kritického bodu. V izotropnim ptipadé
dostaneme
\I’(TdQQ_a)

rd=24+n

I(r,0) = (11.57)

kde ¥ je bezrozmérna funkce, d je prostorova dimenze systému a kritické exponenty
a a n byly zavedeny v predchozim oddilu. Z tohoto tvaru lze dovodit kritické chovani
termodynamickych velicin jako funkce kontrolniho parametru 6 = |T7'/T, — 1|. Pro kri-
tické chovani v magnetickém poli (magnetickd indukce B) je vhodny jiny typ skdlovaci
hypotézy (Widom), ktery dava predpis skdlovaciho chovani volné energie

n B
G(T,B) = 6"Y® (W) : (11.58)
Tyto dvé skédlovaci hypotézy omezuji pocet nezavislych kritickych exponentu modelu.
V téchto dvou skalovacich hypotézach, které 1ze povazovat za nezavislé vystupuji ¢tyti
parametry: kritické exponenty o a ¢ a proménné x, y. Nyni najdeme jejich vztah ke drive
zavedenym kritickym exponentum.

Parametr usporadéni, magnetizace

oG gL
m30:—< ) =20 (11.59)
T

OB
Odtud dostaneme rovnici pro kriticky exponent

l—=x

B = ) 11.60
; (11.60)
Pro susceptibilitu dostaneme
82G)
_ _ pd-2z/y) §!
X|p g = (— =40 o"(0) , (11.61)
‘BfO 0B? ) ..
to jest
2x — 1
=t (11.62)
Y

Dale z Widomovy skalovaci hypotézy muzeme jesté urcit kriticky exponent mérného
tepla

(PG 1@ [, B\l @011 -2
o o(58), e ooe ()] )
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to jest
1
a=2——. 11.64
; (11.64)
Exponent ¢ ziskame ze zavislosti magnetizace na magnetické indukci
G d ~( B B(00) -y
w=—(=—=| =—= |BYo [ — )| = ———=BW/=1 11.65
o=~ (5), =3 23 () | = Ho o

kde jsme oznadili ®(z) = z~*®(z). Exponent § tedy je

(11.66)

Kritické chovani korela¢ni funkce ziskame z Kadanoffovy skalovaci hypotézy. Jelikoz
v kritické oblasti je relavantni vzdéalenost mérena v nasobcich korela¢ni délky &, proto
r49?= o rd¢=¢. Susceptibilita je integrdlem pres prostorové proménné korelaéni funkee,
a tedy [ d%roc &~ [ @iz (2?) /2472 oc 077,

Kombinaci vyse odvozenych vztahu dostaneme vztahy mezi kritickymi exponenty.

e Rushbrookuv vztah:

la+26+v =2 (11.67)
e Griffithav vztah:
la+B(0+1) =2 (11.68)
e Josephsonuv vztah:
12 — a = vd| (11.69)
e Fishertv vztah:
F=vZ—n) (11.70)

Jelikoz jsem zavedli Sest kritickych exponentu a ze skdlovaci hypotézy jsme ziskali ctyfti
vztahy mezi nimi, tak nezavisle muzeme volit pouze dva. Vétsinou se voli jako nezavislé
exponenty v a 1.

Ze skalovaci hypotézy vyplyva, ze kritické chovani nezavisi na konkrétni realizaci
statistického systému. Coz je projevem univerzality kritického chovani, kdy kritické ex-
ponenty zavisi poiuze na prostorové dimenzi a dimenzi prostoru vnitinich proménnych
(pocet spinovych komponent). Toto je dusledkem divergence korela¢ni délky a zavislosti
kritickych proménnych pouze na vzdalenostech srovnatelnych s korela¢ni délkou. Jestlize
tedy kritické chovani zavisi pouze na korelacni délce & — oo, potom ale vlastnosti
systému v kritickém bodé nezavisi na skalovani délkového rozméru & — 0€. Této inva-
riance vyuziva metoda renormalizacni grupy, ktera je dnes jednou z nejdulezitéjsich
metod urceni kritickych exponentu. Korela¢ni délka muze divergovat pouze v nekoneéné
velkém objemu. To znamenad, ze kritické fazové prechody se mohou realizovat pouze v
termodynamické limité.
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11.3 Interagujici lokalni magnetické momenty — teo-
rie stfedniho pole

Kritické jevy maji mnoho znaku spoleénych, které lze odvodit bez uziti konkrétniho
modelu. Kvantitativni vysledky, naptiklad pro dva nezavislé kritické exponenty muzeme
vSak urcit az z konkrétniho statistického modelu, ktery umoznuje spojity fazovy prechod
do usporadané faze. Jelikoz kritické chovani ma vlastnost univerzality, je mozné vybrat
nejjednodussi model v dané tiidé univerzality, abychom nasli ¢iselné hodnoty kritickych
exponentu. Dnes jiz klasickym vzorovym modelem pro spojité, teplotou indukované
fazové prechody jsou modely interagujicich lokdlnich spinovijch momenti, kde v nizkych
teplotach dochazi k dalekodosahovému magnetickému usporadéani. Jak vime z relativis-
tické kvantové mechaniky, spinovy moment nabitych c¢astic indukuje magneticky mo-
ment. Na rozdil od spinového momentu vodivostnich elektronu v kovech, lokalizované
magnetické momenty jsou indukovany spinovymi momenty valenc¢nich elektront, které
jsou vazany na nepohyblivé ionty krystalické mtizky. To jest, lokalni magnetické mo-
menty jsou dominantnim piispévkem k magnetickému chovani izolatoru.

Lokélni magnetické momenty nemaji kinetickou energii. Hlavni piispévek do energie
sytému lokalizovanych magnetickych momentu je spinova vyména mezi nejbliz§imi sou-
sedy v krystalické miizce. Obecnym modelem, ktery popisuje interakci lokalizovanych
spint valenc¢nich elektronu je Heisenbergav model. Hamiltonian tohoto, obecné kvan-
tového, modelu zapsat ve tvaru

~ 1 ~ o~ ~
17£] ?

Piicemz S = (§ L 5 Y S #) je kvantovych spinovych operatoru, projekei do slozek kartézské
soufadné soustavy. Spinové operatory splnuji komutacni relace stejné jako moment hyb-
nosti. Tento kvantovy Heisenberguv model je obtizné tesit, proto se pouzivaji zjed-
noduseni, kterda umozni kvantitativni vysledky. Prvni oduvodnénym zjednodusenim je
zanedbani kvantovych fluktuaci, coz je opravnéné, pokud kriticka teplota prechodu do
magneticky usporddaného stavu je dostatecné vysoka. V klasické Heisenbergové modelu
se zanedbava kvantovy charakter spinovych operatoru a hodnoty spinovych proménnych
jsou z povrchu koule o poloméru odpovidajicimu velikosti spinového momentu. Jinym
vyraznym zjednodusenim je vybér hlavni osy kvantovani, kterd je shodnéd a vektorem
pusobeni magnetické indukce B. Ten standardné volime ve sméru osy z. V takovém
pripadé dominuji pouze prispévky od z-tovych komponent vektoru spinovych operatoru.
V tom ptipadé jsou hodnoty spinovych operatoru diskrétni, pripustné hodnoty projekce
do osy z a neni rozdil mezi klasickym a kvantovym modelem. Hamiltonidan (11.71) se
potom redukuje na

1

H= §Zjij5i5j _QMBBZSi ) (11.72)
i#j i

coz je hamiltonian Isingova modelu. Jestlize jesté magneticky moment budeme mérit v

jednotkach gy, spinovy moment v jednotkach h, nebudeme rozlisovat mezi magnetickou
indukei a vnéjsim magnetickym polem a vezmeme do uvahy pouze interakce spint mezi
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nejblizsimi sousedy, dostaneme jednoduchy hamiltonian Isingova modelu

H=-J> 88 -H> 5, (11.73)
(i) i

kde (ij) oznacuje nejblizsi sousedy. Toto je fundamentdlni, ktery umoznuje popis kri-
tického chovani prechodu paramagnet - feromagnet (J > 0) a paramagnet - antife-
romagnet (J < 0). Ising tento model zavedl v roce 1925 a vyftesil jej pro nekoneény
fetizek. Toto TeSeni vSak nevede na hledany kriticky fazovy prechod mezi paramag-
netem a feromagnetem. Prulom ve studiu kritickych jevii vSeobecné pfisel s Onsage-
rovym exaktnim feSenim Isingova modelu (bez magnetického pole) ve dvou prostorovych
rozmérech (1944). V tomto Feseni byly poprvé nalezeny netrividlni hodnoty kritickych
exponentu, které vyvratily, v té dobé prevladajici, domnénku, Ze teorie stfedniho pole
vede na presné hodnoty kritickych exponentu. Ptiblizeni stfedniho pole pro Isinguv
model, neboli Weissovo feseni, je prvnim krokem k popisu kritického chovani Isingova
modelu na tfirozmérnych mftizkach, kde exaktni feSeni je nedostupné.

11.3.1 Teorie stFfedniho pole Isingova modelu — Weissovo reseni

Prvnim krokem k fesSeni statistickych modelu v kritické oblasti a k ziskani globalniho
fazového diagramu je priblizeni sttedniho pole. Existuje nékolik postupt odvozeni pribli-
zeni stredniho pole. Abychom ziskali zaruku, ze pfiblizeni nebude nefyzikalni a bude
spliiovat podstatné podminky termodynamické konsistence, je vhodné najit limitni si-
tuaci modelu, kdy se dané ptiblizeni stane exaktnim feSenim. V ptipadé teorie stfedniho
pole je to limita dalekodosahové interakce. To znamena, ze v takovém pripadé budeme
predpokladat, ze v hamiltonidnu Isingova modelu ve vztahu (11.73) budeme uvazovat
interakce mezi vSemi ruznymi spiny nezavisle na jejich vzdalenosti. Aby ale energie
takového modelu zustala zavisla linedarné na objemu, je nutné preskalovat silu spinové
interakce. Jelikoz energie Isingova modelu je imérnd J ), (S;)(S;) = JV Nm? musime
v modelu s dalekodosahovou interakei preskalovat spinovou vyménu J = ¢/N. Model
pro teorii stfedniho pole Isingova modelu bude tedy mit tvar

€
H:—ﬁgsisj—f[zijsi. (11.74)

Partiéni suma tohoto modelu bude

2
Be Be
7 — et B H A 11.
Zexp oN ZSZ 5 + 8 zi:Sz (11.75)
Kvadraticky ¢len v partiéni sumé linearizujeme pomoci vztahu

2 1 ° 1
“ = d ——y* + V2 : 11.
e \/ﬁ/—oo yexp{ 5Y —i-\/_ay} (11.76)
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To znamend

7 = 6\7;2 /ZdyZexp{(y (%)1/2+5H) ZS}

{S:}

_ a2, [NBe / N d)\exp{—N {%2 — In2 cosh[(H + Ae)JH (11.77)
2 ) 2

kdyz jsme pouzili substituci A = y/y/Nfe. V termodynamické limité N — oo se integrél
redukuje pouze na prispévek od sedlového bodu, coz vede na vyjadieni volné energie
ptiblizeni stfedniho pole Isingova modelu (Weissovo feSeni)

'M - g)\Q — B~ In2cosh[B(H + Xe)]| . (11.78)

Vv

Volna energie je funkci parametru usporadéani, A, ktery se urcéi z podminky minima volné
energie (11.78). Tato podminka je

A = tanh[5(H + Xe)] . (11.79)

Parametr uspotradani je globalni magnetizace, hustota na jeden spin. Kriticky bod
prechodu do feromagnetické faze potom pro H = 0 je

¢ =kgT. . (11.80)

Jestlize T > T,, potom A = 0 a systém je v neusporadaném paramagnetickém stavu.
Pro teploty T' < T je X # 0 a systém vykazuje spontanni magnetizaci. Rovnovazny stav
je feromagneticky.

11.3.2 Kiritické chovani v priblizeni stredniho pole — Landau-
ova teorie

Teorie stiedniho charakterizovana volnou energii dava globalni popis feseni modelu
v limité vhodné skalovanych dalekodosahovych interakci. Primarnim cilem pftiblizeni
sttedniho pole je ziskat popis kritického chovani, to jest chovani modelu v blizkosti kri-
tické teploty T.. V prilpadé spojitych fazovych prechodu, kdy se parametr usporadani
vyviji spojité od nuly se snizovanim teploty pod teplotu prechodu, neni nutné uvazovat
celou volnou energii, ale staci vzit do ivahy pouze jeji asymptotické chovani v limité
malého parametru usporadani. Musim ale vzit do vahy tolik fadu rozvoje volné energie
do mocnin parametru usporadani, abychom dostali netrivialni feseni v nizkych tep-
lotach. Rozvoj volné energie do mocnin parametru usporadani je idea Landauovy teo-
rie stFfedniho pole. Rozvojem volné energie (11.78) do prvnich dvou netrividlnich rédu
v parametru sporadani dostaneme v malém magnetickém poli

1 1
F\) =V [T+ §F2A2 + Enx‘ — HBXe| . (11.81)



KAPITOLA 11. UZITI METOD STATISTICKE FYZIKY 185

Toto je obecné vyjadieni pro Landauovu volnou energii teorie stiedniho pole. V konkrét-
nim pripadé Isingova modelu dostaneme

[y=-8"'In2, (11.82)
'y =¢€(1 — Be) (11.83)
[, =23%". (11.84)

Rovnice pro parametr usporadani potom je

1
A {Fz + ﬁrw} — HBe=0. (11.85)
Kriticky bod v Landauové teorii je definovan z podminky I'y = 0, to jest pfi zméné
znaménka druhého koeficientu rozvoje volné energie, kterd je vyjadiena rovnici (11.80).
Parametr usporadani pod kritickou teplotou potom je

6F2 . 3(66 - 1)
F4 N ﬁ3€3

N = — (11.86)
Diky spinové symetrii hamiltonidnu, feSeni pro parametr usporadani neurci znaménko,
pokud neni zapnuto magnetické pole, které teprve vybere znaménko spontanni magne-
tizace.

7 Landauovy teorie stiedniho pole ziskame kritické exponenty neanalytického chovani
pro 0 = |1, /T — 1|. Parametr uspotadani

Ao 02 (11.87)
Hustota volné energie pro H = 0 je

_ Q(kB(Tc - T)) F% _ -1
f=lo-——F5—p, = F 2 B

O(kp(T. —T))ksT: (T;T0>2 . (11.88)

Odtud ziskame kritické chovani mérného tepla

{O pro T \,T.
Cy =

%B pro T /T,

(11.89)

Vidime, ze mérné teplo ma skok v kritickém bodé, coz je typické chovani pro kritické
chovani fazovych prechodu druhého druhu v priblizeni stredniho pole.

Magnetické kritické chovani ziskdme ze susceptibility, ktera je definovana z rovnice
X = OAN/OH. Z rovnice (11.85) dostaneme

1
% {FQ + §F4A2] = fBe . (11.90)

Odtud pak ziskame kritické chovani magnetické susceptibility

— T pro T>T,
Y= {@(Tn) P (11.91)

1
Sip(T.—T) Pro T <T,
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Jelikoz v priblizeni stfedniho pole ma magneticka susceptibilita Orsteinovu-Zernikovu
formu, plati y o< €2 a kriticky exponent v = —1.
Nakonec jesté v kritickém bodé dostaneme zavislost magnetizace na magnetické poli
7 rovnice T
E4A3 —H. (11.92)

To znamena, ze § = 3.
Landauova teorie sttedniho pole tedy dava nésledujici kritické exponenty pro Isinguv
model:

e Parametr usporadani

1
B \ = @F
B3
e Korelac¢ni délka )
= — pu— Q_V
v=s, &
e Susceptibilita
y=1, x=07"
e Meérné teplo
a=0, cy =077

Magnetické pole

Anomalni dimenze

n=0, Tyk)=Fk"".

Kritické exponenty teorie stiedniho pole spliuji skalovaci vztahy, (11.67)-(11.70), pokud
bude prostorovy rozmér miizky d, = 4. To je ptesné horni kritickd dimenze, pod kterou
teorie stredniho pole nedava spravné kritické exponenty. Na miizkach ve vyssich prosto-
rovych rozmérech je kritické chovani teorie sttedniho pole piresné. Kromé horni kritické
dimenze existuje jesté i dolni kritickd dimenze, nad kterou kriticky fazovy prechod muze
nastat. V Isingové modelu je to d; = 1.

11.4 Zaklady nerovnovazné statistické mechaniky

Vsechny casové zavislé déje a procesy, to jest, reakce statistickych systému na vnéjsi
poruchy znamenaji vychyleni systému z rovnovahy a do doby ustaveni nové rovnovahy
se jedna o nerovnovazné déje. Mezi takové déje patii rovnice pohybu kapalin, tepelna a
elektricka vodivost a jiné prechodové jevy. Abychom je mohli popsat, musime, alespon
¢éstecné, opustit koncept rovnovéazného (stacionarniho) stavu a uvazovat casové zavislé
veli¢iny. Zde budeme studovat pouze slabou nerovnovahu v klasickych mnohoc¢asticovych
systémech. To jest, budeme pracovat na 6N rozmérném fazovém prostoru a systém
popiseme casové zavislou rozdélovaci funkci. Tato funkce obecné splnuje Liouvilleovu
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rovnici, o které ale vime, ze ji neumime vytesit. To znamend, ze i v pripadé casove
zavislych déju v makroskopickych systémech budememe muset pouzit statisticky popis.
Podobné jako v ptipadé rovnovazného Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni prejdeme od
6N rozmérného fazového prostoru k redukovanému p-prostoru, ktery je jednocasticovy
fazovy prostor s pravdépodobnostnim popisem.

11.4.1 Redukované pravdépodobnosti a hierarchické BBGKY
rovnice

Ve statistickém popisu se snazime popsat pouze pomoci méfitelnych velicin. Ty jsou
stfedni hodnoty podél fazové trajektorie. V ergodickych systémech je potom stiedni hod-
nota podél fazové trajektorie rovna statistické sttedni hodnoté ptes cely fazovy prostor.
Ovsem mimo nerovnovéhu, nelze argument ergodické teorie plné pouzit, nebot chceme
sledovat ¢asovou zavislost rozdélovaci funkce. Tato ¢asova zavislost ovSsem je opét na
dlouhé skale, ktera je mnohem delsi nez mikroskopické procesy, z nichz v makrosko-
pickém méteni prezivaji pouze ¢asové stiedni hodnoty. Takze i pro slabou nerovnovahu
budeme predpokladat, ze stfedni hodnoty podél ¢asti fazové trajektorie jsou fadove
rovny statistickému stfedovani. Mimo rovnovéhu ale ¢asové stiedni hodnoty zavisi na
“stfedu casové trajektorie”, ktery doda c¢asovou zavislost statistickym stfednim hod-
notam.

K urceni stiednich statistickych hodnot potifebujeme znat ¢asové zavislou rozdélovaci
funkci. Diive, nez zacneme pocitat sttedni hodnoty, je dobré si uvédomit, Zze nemétime
mnohocasticové veli¢iny, ale pouze ty uré¢ené chovanim nékolika malo nezavislych ob-
jektu, ¢astic nebo jejich shlukt koncentrovanych do malého objemu. To znamena, ze ve
skutecnosti nikdy nepotiebujeme znét celou rozdélovaci funkci na uplném fazovém pro-
storu, ale pouze sérii redukovanych rozdélovacich funkei preintegrovanych pies souradnice
a hybnosti castic, které do mérené funkce nepiispivaji. Tak naptiklad stredni kineticka
energie Castic je

P’ pi
— ) = /de(X, ot = /d3q1d3p1 . dPqnd’py
2m 2m

2

X w<q17 <. qN; P, - pN7t) b = /dqugp Wl(q7p7t)2p_m ) (1193)

2
Ee
2m
kde Wi(q, p, t) je redukovand jednocasticovd hustota pravdépodobnosti, kterd integralem
pres fazové souradnice castic, které v jednocasticové funkei, jejiz stfedni hodnotu pocita-
me, explicitné nevystupuji. Obecné tedy integral pres (N — 1)-¢asticovych fazovych
souradnic.

Znalost jednoc¢ésticové redukované hustoty pravdépodobnosti Wi(q, p, t) je dostatec-
na k urceni vSech jednocéasticovych velic¢in. Jednocasticové veliciny ale nejsou jediné,
které mérime a jejichz stredni hodnoty potiebujeme urcit. Obecné tedy, k urceni stiedni
hodnoty [-¢asticové veli¢iny potiebujeme znat [-casticovou redukovanou hustotu pravde-
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podobnosti

Wi(ay, ... qi; P, - Py t) :/dSQlH---dSQNd3PZ+1--~d3pN

Redukované hustoty pravdépodobnosti lze chapat jako momenty rozdélovaci funkce na
uplném fazovém prostoru. Znalost vsech redukovanych hustot pravdépodobnosti je ekvi-
valentni uplné znalosti rozdélovaci funkce w(X, ).

Jelikoz v mikroskopické dynamice rozdélovaci funkce w(X, t) splituje Liovilleovu rov-
nici, budou i redukované hustoty pravdépodobnosti spliovat dynamické rovnice. Pro
systémy interagujicich ¢astic, ale pohybové rovnice propojuji redukované rozdélovaci
funkce s ruznym poctem ¢astic. Tento systém rovnic nyni odvodime. Budeme vychazet
z klasického hamiltonidanu plynu interagujicich castic

H = Z{—jLqu]—l—ZV\qZ qa;]) - (11.95)

1<)

Pohybova rovnice pro jednocasticovou redukovanou hustotu pravdépodobnosti je

0
Gt = [{H (X0} o dovdp...d'py (11.96)

pricemz Poissonova zavorka je

3 N
OH ow  0OH Ow
> Z {3% oy o 36172“}
pi; Ow (’9U ow ank 8w
= . (11.97
Z :1{ m@qk 8qk opg! ]2: dqy 0 ( )

a=1

Integrdl parcidlni derivace lze prevést na povrchovy prispévek, ktery diky okrajovym
podminkam vymizi. Proto

Wl (qh P1, t)

3
a=1 >

m 8qk 8qk ka 8qk 8pk

Tato rovnice propojuje jednocasticovou a dvoucasticovou hustotu pravdépodobnosti
skrze vzdjemnou interakci ¢dstic. Rovnici (11.98) lze jesté prepsat do tvaru, kde vy-
stupuji pouze jednocasticova a dvoucasticova hustota pravdépodobnosti

o) ° Py OWilar, p1,t) | OU OWi(qi, p1,t)
_W b ) b b
gr V(@ Pr1) Z{ m gt oqt  OpY

aVv12 3W2(Q1> q2, P1, P2, t)
dq; opt

+(N —1) }d3q2d3p2 . (11.99)
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Vidime, ze pohybova rovnice pro jednocasticovou redukovanou hustotu W; neni uzaviena
a k jejimu urceni potfebujeme znat casovou zavislost dvoucasticové redukované hus-
toty Ws. Pro tuto hustotu mtuzeme podobnym zpusobem zkonstruovat pohybovou rov-
nici, ktera ale bude obsahovat tricasticovou redukovanou hutotu pravdépodobnosti. Do-
staneme tak hierarchicky systém rovnic Bogoljubova-Borna-Greena-Kirkwooda-
Yvona (BBGKY). Pro jeho obecny zapis zavedeme néasledujici znaceni pro interaként
hamiltonian N castic

N T

hn(1,2,...,N) :ZSiJr5 Py, (11.100)
i=1 i.j=1(i7)

kde jsme oznacili jednocasticovy prispévek
Pi
m qi pi

a dvoucasticovy clen
P =Ky - (vpi - ij) )

pficemz F; je sila pusobici na i-tou céstici a K;; je dvoucdsticova interakce. S timto
znaénim zobecnime rovnici (11.99) na fetézec BBGKY hierarchickych rovnic (n =
1,...N)

9 n
<§ + hn) fn(]_, ..oon, t) = — izl/dzn+1Ki’s+1 : Vpifnﬂ(l, Lo.n+ ].,t) . (11101)

Definovali jsme diferenciél aktivnich soufadnic na fazovém prostoru dz, = d3g,
d®p,. V téchto rovnicich fyi; = 0, nebot v systému je N Edstic. V rovnici (11.101) jsme
normalizovali redukovanou hustotu pravdépodobnosti

N!

1,... = —— ) 11.102
fn( 5 n>t> (N—n)'Wn(ql’ qn, P1, pnat) ( 0 )

11.4.2 Rovnice stiredniho pole a Boltzmannova kineticka rov-
nice

Formélné jsou BBGKY rovnice ekvivalentni Liouvilleové rovnici. To znamena, ze je-
jich Teseni je nedostupné. Jedind moznost dosazeni kvantitativnich vysledkt je pfiblizné
feSeni. Nefesitelnost systému BBGKY rovnic je v hierarchickém propojeni vsech reduko-
vanych hustot pravdépodobnosti. Takze pro feseni musime zvolit néjaky zpusob uzavieni
fetézce odhadem na chovani nékteré vyssi funkce. Prvnim a nejjednodussim zptisobem
redukce BBGKY rovnic je ptiblizeni stredniho pole. Toto priblizeni smazava rozdily mezi
vzajemnym pusobenim ¢astic na blizko a na dalku a skutecné silové pusobeni nahra-
zuje efektivni stfedni interakci nezavislou na vzdalenosti. Takové ptiblizeni je dobré v
pripadé dalekodosahovych, malo fluktuujicich sil, pripadné ve zfedénych systémech, kdy
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stfedni vzdalenost mezi ¢asticemi je velka. Matematicky takové priblizeni vede na roz-
pad korelaci v redukovanych hustotdch pravdépodobnosti. Pro dvoucasticovou funkci v
tomto priblizeni dostaneme

WQ(Q17Q2>P1aP2at) = Wl(qlvpbt)wl(q?ap?at) . (11103)

Retézec BBGKY rovnic se pak uzavie hned na prvni trovni pro jedno¢asticovou hustotu
pravdépodobnosti. Dostaneme tak nelinearni rovnici

3

0 po‘ an 8U an
— — — 11.104
8th+Z{m dq™  Oq~ 8pa} ’ (11.104)

a=1
kde jsme zavedli efektivni potencidl (stfedni pole)

T(q.t) = Ulq) + (N — 1) / PV (- )W (1) (11.105)

Rovnice (11.104) a (11.105) predstavuji zjednoduseni fetézce BBGKY v piiblizeni sttedni-
ho pole pro jednocasticovou hustotu pravdépodobnosti Wi(q, p,t). Vyslednd rovnice
(11.104) je nelinedrni parcidlni diferencidlni rovnice, kterd ma vyuziti v teorii zredéné
plasmy.

Dalsim krokem k lepsimu feseni fetézce BBGKY rovnic je zanedbani tif a vicecastico-
vych redukovanych rozdélovacich funkei. Retézec BBGKY rovnic potom uzavieme na
dvoucésticové urovni. Dostaneme
? i {p? oWy | pg oWy,  OVis OW, Vi am} 0

_W2 +

5 (11.106)

m dq¢ | m dgy  Oq Ipy  dqs Ipy

Toto zjednodusenti, kde jsme uplné zanedbali tiicasticovou redukovanou hustotu se nazyva
kinetické priblizend, nebot se v ném projevuji, nebo lépe do vzdjemné interakce édstic

jsou zapocteny pouze bindrni procesy, ¢asticové srazky. Zanedbani vyssich redukovanych

rozdélovacich funkei vychazi z predpokladu, ze soucasny rozptyl tif a vice castic je velmi

mélo pravdépodobny. Z rovnice (11.106) muzeme v rovnovaze polozit 0Ws /0t = 0 a s

vyuzitim symetrie 0Vi2/0qf = —0Vi2/0¢5 a OW5/0q¢) = —0W2/0qS, dostaneme

3 3
OVip OW, py — pt OW,
2 /d3q d>p = /d3q Bp,2—L == 11.107

azl T 0gp opy azl T m ogs (11.107)

Pritom rozptyl ¢astic je lokani zalezitost a zavisi pouze na uhlu, ktery mezi sebou sviraji
hybnosti srazejicich se ¢astic. Potencidl méa nenulovy gradient pouze v misté srazky.
Budeme uvazovat pouze tuhé koule o poloméru o. Na pravé strané rovnice (11.107)
provedeme nejdiive integral pres soutadnici druhé ¢astice ve sférickych soutradnicich

1<q1,p17p2>=/dasw/ ar? V2 (11.108)
m o or

kde jsme oznacili s = qs — q1, S je jednotkovy vektor ve sméru vektoru s. Radialni
proménnd r = |s| a kulaté zavorky (p,q) oznacuji skaldrni soucin. Funkce 1(qy, p1, p2)
se nazyva srazkovy integral.
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Jestlize vychazime z predstavy pruznych srazek mezi ¢asticemi, které jsou nezavislé,
dokud se nesrazi, potom jediny piispévek do derivace OW,/dr je z povrchu kouli, r = o.
Navic prispévek do této derivace lze charakterizovat dvéma nezavislymi prispévky, jeden
pred a druhy po pruzném rozptylu. Pritom stavy pied srazkou je az do rozptylu neménny
a stav po srazce se taky v ¢ase nemeéni. Proto muzeme rozptylovy integréal zapsat

I= 02/d98wm/§ — W) (11.109)
kde Wy a W) jsou dvoucasticové hustoty pred a po srazce. V rovnici (11.109) jsme
vyuzili faktu, ze derivace pred a po srazce ma obracené znaménko. Poslednim krokem
k odvozeni Boltzmannovy kinetické rovnice je vyuziti asymptotické vlastnosti rozpadu
korelaci na velkych vzdédlenostech stavu pred a po srazce. Pouzijeme tuto asymptotickou
vlastnost v celém rozsahu soutadnic. Tedy

Wa(ai, 9z, p1, P2, t) = Wi, p1, t)Wi(d2, P2, t) , (11.110)
WQI(qqu?plupQ;t) = Wl(Qlapllat)Wl(Q%PImt) ) (11111)

pticemz pro rychlosti v = p/m pted a po srézce plati
vy =v; —8(8,vi — va) , vy = vy +8(8,vi — V) . (11.112)

Vyjadreni redukované dvoucésticové hustoty pravdépodobnosti pomoci jednocéstico-
vych vede na uzavienu nelinedrni rovnici pro jednocasticovou rozdélovaci funkci. Aby-
chom dostali rovnici ve tvaru, ktery je znam jako Boltzmannova transportni rov-
nice, prejdeme na popis pomoci rychlosti a zménime normalizaci redukované rozdélovaci
funkce. Definujeme f(q,v,t) = m*NW,(q, p, t). Rovnice pro tuto Boltzmannovu rozdélo-
vaci funkei je

0 F P
+v-Vy, +— 'Vvl flai,vi,t) :UQ/dSW/dQs(Vz—VhS) {fifs = fif2} s

ot
(11.113)
kde jsme oznacili
f(ql,vl, t) (11.114)
Flan, v, 1) (11.115)
flan —|— 08, vy, 1) (11.116)
fla1 + 08, vy, t) (11.117)

a ¢arkované rychlosti jsme definovali v rovnici (11.112).



